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Aufgabe 25. Sei R” versehen mit der Standard-Struktur einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.

a) (2 Punkte) Betrachten Sie einen Zusammenhang D auf R™, n > 3, so dass fiir die ent-
sprechenden Christoffelsymbole gilt: T'i; = 1, T'3; = 0. Finden Sie X, V,W € 2 (R"), so
dass B B

XV, W) #(DxV,.W) +(V,DxW)
gilt.
Hinweis: Betrachten Sie z.B. die Vektorfelder 0y, 02, 93 (in der richtigen Reihenfolge!)

b) (2 Punkte) Betrachten Sie den natiirlichen Zusammenhang D auf R", der wie in Beispiel
4.1.2 aus der Vorlesung definiert ist. Zeigen Sie, dass D der Levi-Civita-Zusammenhang ist.

Aufgabe 26. Seien R? versehen mit der Standard-Struktur einer Riemannschen Mannigfaltigkeit

und (7 cos @, rsin @)’ Polarkoordinaten auf R2.

a) (1 Punkt) Berechnen Sie die Christoffel-Symbole des Levi-Civita-Zusammenhangs auf R?
beziiglich Standardkoordinaten.

b) (1 Punkt) Berechnen Sie die Koeffizienten der Standard-Metrik g = dz! ® dz' 4 do? ® da?
beziiglich der Polarkoordinaten.

c) (2 Punkte) Berechnen Sie die Christoffel-Symbole des Levi-Civita-Zusammenhangs auf
R?\ {0} beziiglich Polarkoordinaten.

Aufgabe 27. Sei V ein reeller n-dimensionaler Vektorraum und (-,-) eine nicht-degenerierte
symmetrische Bilinearform vom Index r auf V. Betrachten Sie die Abbildung «: V — V*, die
durch a(X)(Y) = (X,Y) fur alle X, Y € V gegeben ist.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie: « ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
b) (2 Punkte) Zeigen Sie: Die Bilinearform (-, -) liefert einen metrischen Tensor g auf V', und

es existiert eine globale Karte £ = (2!,...,2™")T : V — R" so dass g = Y 1, €;dz’ ® da,

wobei
e-{ —1 falls1<i<r

1 fallsr+1<i<n.
Hinweis: Nutzen Sie die Identifikation V' ~ T,V aus Aufgabe 13.

¢) (1 Punkt) Zeigen Sie: Die Abbildung V : 27 (V) — 2 (V), die durch
(VxY)(p) :== DY,(X,) firallep e V

definiert ist, liefert einen Zusammenhang auf V.

Hinweis: Mithilfe der Identifikation T,V ~ V kénnen Sie X,Y € 2'(V) als glatte Abbil-
dungen X,Y : V — V auffassen.



Aufgabe 28. Seien R? versehen mit den Standardkoordinaten (x!,2%)T, (-, -) das Euklidische Ska-
larprodukt, und S! € R? mit der induzierten Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit. Betrachten
Sie das Normalenbiindel v : Ng1 /g2 — S!, das durch

Ngijpe = | | T,R*/T,S!

peSt

definiert ist. Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass Ngi /g2 eine natiirliche Struktur eines glatten
Vektorbiindels auf S! trigt.

2)

(1 Punkt) Zeigen Sie: Fiir p € S! gilt v € T,S! genau dann, wenn (v, p) = 0.
Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 12 b) und die Identifikation T,V ~ V, falls V' ein R-Vektorraum

ist.

(2 Punkte) Betrachten Sie fiir jedes p € S' die Abbildungen

¢ : Ngiygz = S' xR, ¢([v]) := (p, (v, p)) fiir [v] € v} (p),
S X R = Naiyre, ¢(p,A) := A" (p),z*(p))] € v~ (p), wobei (z'(p),z*(p)) € T,R?

bzgl. der Basis aus Standardkoordinatenvektoren gegeben ist.

Zeigen Sie: ¢ ist wohldefiniert, ¢ o ¢ = idgi g, und 9 o ¢ = idn,,

sl/r2"

Hinweis: Fiir [v] € v=1(p) gilt: falls u € [v], dann u — v € TS, und daraus folgt, dass
(u—wv,p) =0.

(1 Punkt) Seien g die Standardmetrik auf R? und Y = <—x2% + xla%g> ‘Sl ein Tan-

gentialvektorfeld auf S'. Betrachten Sie den Schnitt X von Ngi /r2, der durch p — [)N(p]
mit )Z'p = 21(p)01]p + 2%(p)D2|, gegeben ist. Zeigen Sie: Fiir alle Schnitte Y von TR? mit
Y, =Y, VpeStgiltVvpeS: g(X,Y)(p) =0.
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