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Aufgabe 21. Betrachten Sie R?, versehen mit den Standardkoordinaten (z',2%)”, und den Ein-
heitskreis S' € R? mit der induzierten Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit. Seien (cos 6, sin )7
Polarkoordinaten auf S*.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie: Beziiglich Standardkoordinaten ist das Vektorfeld % auf S' durch

—xQ% + x1% gegeben.

b) (2 Punkte) Betrachten Sie die Differentialform ¢ = —x2dx! + z'dz? auf R%. Die Einschrin-
kung d|g: ist die Differentialform auf S', die durch (J|g1)|, := 9], fiir alle p € S! definiert

ist. Zeigen Sie: Auf S! gilt: (19|Sl)(—332%
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Aufgabe 22. a) (2 Punkte) Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und p € M. Zeigen Sie: Fiir
beliebige X, € T, M und ¥, € T; M existieren glatte Vektorfelder X und glatte 1-Formen
¥ auf M, so dass X (p) = X, bzw. ¥(p) = V).

Hinweis: Betrachten Sie eine Karte £ : U — £(U) um p und nutzen Sie Lemma 1.2.5 aus
der Vorlesung.

b) (2 Punkte) Fiir m > 0 seien S,, € R* und ¢ : S,, — R x (0,2m) x (0,7) x (0,27)
definiert wie in Beispiel 3.2.2 aus der Vorlesung. Fiir alle p € Sy, seien (ey,...,eq) die
Koordinatentangentialvektoren zu £ von 7T),S,,. Betrachten Sie die Funktion A : (0,2m) — R,
die durch h(r) :=1— 27”‘ definiert ist. Zeigen Sie: Fiir p € S,,, mit {(p) = (¢, 7,0, ) gilt:

(9tes: ek))j,ke{l,...A} — diag(—h(r), (h(r)) "', r* sin* 0, 7?)
ist ein metrischer Tensor der Signatur (3,1,0) auf S,,.

Aufgabe 23. a) (2 Punkte) Zeigen Sie:
{Tensoren vom Typ (1,1) auf R"} ~ Matr(n x n),

wobei wir fiir die linke Seite kurz R™ ® (R™)* schreiben.

Hinweis: Betrachten Sie die Standardbasis (e1, . .., e,) von R™ und ihre Dualbasis (e, .. ., e}).
Konstruieren Sie einen Isomorphismus R" @ (R")* — Matg(n x n), ¢; ® €] — Ej;, wobei
Ej; die Standardmatrix bezeichnet, deren einziger von Null verschiedener Eintrag an der

Stelle (7,4) steht.

b) (2 Punkte) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie: Als .% (M )-Modul gilt fiir alle
r,8 € L>o:

TN M) ~ {A: Z*(M)" x 2 (M)* — Z (M) | Aist .Z(M)-multilinear}.



Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung
o {A: (M) x Z'(M)* — 2 (M) | Aist F(M)-multilinear} — 77 (M),
die durch ¢(A)(¥°, 91, ..., 9", X1,..., Xs) = 99(AW*, ..., 9", X1,..., X,)) definiert ist.
Aufgabe 24. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit positiver Dimension.
a) (2 Punkte) Betrachten Sie die Lie-Klammer 2" (M) x 2 (M) — 2 (M), die durch

X Y)(f) = X(Y() = Y(X(f) VX,Y € 2(M), feF(M)
definiert ist. Zeigen Sie, dass sie kein Tensorfeld auf M ist, indem Sie zeigen:
IX,Y € 2 (M), f,f € F(M)mit [[X,Y](f) - f-[X,Y](f) #0.
Hinweis: Man darf ohne Beweis nutzen, dass [X,Y] € 2 (M).

b) (2 Punkte) Sei R? versehen mit den Standardkoordinaten (x!,z%, 3)7. Betrachten Sie das
Tensorfeld A = % ® dxt + % ® da? + 8%3 ® dx® € T (R3). Zeigen Sie: Beziiglich der
Kugelkoordinaten (7,6, )7, wobei

1

! =rsinfcosyp,

3

=rsinfsinp, x° = rcosé,

mit 7> 0, 6 € (0,7), ¢ € (0,27), ist A= £ @dr+ £ ®d + £ @ dyp.

Hinweis: Zeigen Sie, dass A unter dem Isomorphismus aus Aufgabe 23 b) der Identitdtsab-
bildung id : 2" (R?) — 2 (R?) entspricht.
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