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Aufgabe 17. Betrachten Sie R? und den Einheitskreis S' ¢ R? mit den Standardstrukturen
glatter Mannigfaltigkeiten, und die Aquivalenzrelation

(z,y) ~ (z +n, (—1)"y) fiir alle n € Z.

Sei M = R?/ ~ die Menge aller Aquivalenzklassen, versehen mit der Quotiententopologie.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass R? auf M die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit induziert.
Hinweis: Betrachten Sie eine offene Uberdeckung M = U UV wobei z.B. U = {[(z,y)] €
Ml0<z<l,yeR}und V ={[(z,y)] e M| -3 <x < 1,y eR}.

b) (2 Punkte) Betrachten Sie die Abbildung i : M — S!, die durch

p([(z,y)]) = (cos(2mz),sin(2rz))”
definiert ist. Zeigen Sie, dass p: M — S' ein glattes Vektorbiindel vom Rang 1 ist. Man
nennt dieses Vektorbiindel das Mébiusbiindel.
Hinweis: Nutzen Sie, dass fir jedes p € St ein eindeutiges xo € [0,1) existiert, so dass

p = (cos(27mx), sin(27zg)) 7.

Aufgabe 18. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein Vektorbiindel 7 : E — M vom Rang n
heifit trivial, wenn eine Trivialisierung h : M x R® — FE iiber der ganzen Mannigfaltigkeit M
existiert.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie: Ein Vektorbiindel 7 : E — M vom Rang n ist trivial genau dann,
wenn es n Schnitte si,...,s, hat, so dass die Vektoren s1(p),...,s,(p) € 7~ (p) fiir jedes
p € M linear unabhéngig sind.

Hinweis: Falls E trivial ist, betrachten Sie sj(p) := h(p,e;) fiir alle j € {1,...,n}, wo-
bei (eq,...,e,) die Standardbasis von R" ist. Umgekehrt betrachten Sie die Abbildung
h(p7 (‘Tla s $n)T) = 1‘181(]9) +oet xnsn(p) € W_l(p)'

b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass das Mébiusbiindel aus Aufgabe 17 kein triviales Vektorbiindel
auf St ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass jeder Schnitt s : S' — M mindestens eine Nullstelle hat.

Aufgabe 19. Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, £ = (2!,...,2™)T : U — £(U) eine Karte
von M, und d: F (M) — 2*(M) das dufere Differential. Zeigen Sie:

a) (1 Punkt) Fiir alle j € {1,...,n} gilt: d(2’) = da? € 27*(U).

b) (1 Punkt) Fiir alle f,g € #(M) gilt: d(f -g) = f -dg+df - g.



¢) (1 Punkt) Fiir alle f € .Z (M) und h € Z(R) gilt: d(ho f) = (k' o f) - df.
d) (1 Punkt) Fir alle f € #(U) gilt:

" of

L~ QaJ
J=1

Vp e U: df, = (p)dz?|,.
Hinweis: Nutzen Sie Lemma 2.2.3 aus der Vorlesung.

Aufgabe 20. Seien (z!,22)7 die Standardkoordinaten auf R2. Betrachten Sie fiir jedes t € R die
Abbildung vy : R? — R?, die durch (2!, 2?) := (e'x!, e'2?) definiert ist.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass gilt:

i) g ist die Identitdtsabbildung auf R2.
ii) Vs,t € R: g0 = hsyy = Yy 0 1hs.
iii) V¢ € R: ¢ : R?2 — R? ist ein Diffeomorphismus mit (1) ™! = ;.
b) (2 Punkte) Finden Sie das Vektorfeld X € 2" (R?) mit Fluss ¢, wobei v(p,t) = 9;(p) fiir
alle t € R und p € R
c¢) (1 Punkt) Sind alle Vektorfelder auf R? vollstindig?

Hinweis: Betrachten Sie z.B. das Vektorfeld X = (331)2% € Z(R?).
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