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Aufgabe 13. Sei V ein R-Vektorraum der Dimension n.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie: V trégt die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Hinweis: Betrachten Sie Isomorphismen von Vektorrdumen £ : V' — R”™.
Seien u,v,w € V und € = (z',...,2™)7 : V — R" eine lineare Karte auf V. Betrachten Sie fiir
u,v € V die glatte Kurve v;* auf V, die durch ~;/(¢t) := u + tv definiert ist.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie:

u

v = Yo )
i=1
Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 11a) und die Linearitiit der Koordinatenfunktionen .

c) (1 Punkt) Folgern Sie aus Teil b), dass fiir jedes u € V die Abbildung v +— v,u ein
Isomorphismus von Vektorrdumen V ~ T,V ist.

d) (1 Punkt) Zeigen Sie: Die Abbildung v,u + v,w ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen
.V ~T,V.

Aufgabe 14. Seien (z',...,2") die Standardkoordinaten auf R” und F : R® — R ein homogensa
Polynom vom Grad r > 1, d.h.
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wobei aj, .. j, € Rund ji,...,j, € NU{0}. Dariiber hinaus habe F' mindestens einen positiven

Wert.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie: rF(p) = (:131%) (p)+---+ (:E”g%) (p) fiir alle p € R™.

b) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass {p € R" | F(p) = 1} eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
n — 1 von R" ist.
Hinweis: Nutzen Sie den Satz vom reguldren Wert.
Aufgabe 15. Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und 7 : £ — M ein glattes Vektorbiindel
vom Rang k. Betrachten Sie drei lokale Trivialisierungen ¢; : U; x R — 7=1(U;), ¢ : Uj x RF —
7~ YU;), und ¢y : Up x R* — 7=1(U;) mit U; N U; NU; # 0. Zeigen Sie:
a) (2 Punkte) Die Ubergangsfunktionen 7% : U; N U; — G Li(R) sind glatt.
Hinweis: Betrachten Sie die Karte aus Beispiel 1.1.6 fiir GLg(R) und nutzen Sie, dass
gp._l o p; glatt ist.
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b) (2 Punkte) Die Ubergangsfunktionen erfiillen die folgenden Bedingungen:
1) Téi =1 fiir alle g € U,
ii) (7Y 0 79%), =1 fiir alle ¢ € U; N U,
iii) (Y orIlo T“)q =1firalleqe U;NnU;NU.
Aufgabe 16. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und {&; : U; — &;(U;) | i € I'} ein glatter Atlas

auf M. Betrachten Sie eine Menge glatter Abbildungen {79 : U; N U; — GLg(R)}i jer, die die
Bedingungen i), ii), iii) aus Aufgabe 15b) erfiillen. Betrachten Sie den Quotientenraum

E= (| (i} x U x RY))/ ~,
el
wobei (i, q,v) ~ (j,q,?'gi(v)) fiir alle i,j € I, ¢ € U; N Uj, v € R,
a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

b) (3 Punkte) Betrachten Sie die Abbildung 7 : E — M, die durch [(i,q,v)] — ¢ gegeben ist.
Versehen Sie F mit der Struktur eines glatten Vektorbiindels mit Biindelprojektion 7.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die Quotiententopologie nutzen. Mit dieser Topologie ist
die kanonische Projektion o : (i, q,v) — [(7,q, v)] stetig, und U ist eine offene Menge von F
genau dann, wenn o 1(U) C | |;c;({i} x U; x R¥) offen ist.
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