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Aufgabe 5. a) (2 Punkte) Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, I eine Indexmenge und
A={& Ui — &(U;) | i € I} ein glatter Atlas auf M. Sei U C M eine offene Teilmenge.
Zeigen Sie: U ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit glattem Atlas

{&Glunu : UinU = &U;NU) | i€ T}

b) (2 Punkte) Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie, dass das Kartesische
Produkt M x N eine natiirliche Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit trégt, so dass die
Projektion 7 : M x N — M, 7(p,q) = p eine glatte Abbildung ist.

Hinweis: Man darf die Produkttopologie ohne Beweis nutzen. Die offenen Mengen dieser
Topologie haben die Form Uje;(U; x V) fiir jede Indexmenge I, wobei U; € M und V; € N
offene Mengen sind.

Aufgabe 6. a) (2 Punkte) Sei S! = {x € R? | ||z|| = 1} der Einheitskreis in R? mit der
induzierten Topologie. Zeigen Sie, dass S' kompakt ist.

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass gilt: Eine Menge K in R” ist kompakt genau dann,
wenn K abgeschlossen und beschrénkt ist.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass ein Atlas auf S' mindestens zwei Karten haben muss.

Hinweis: Untersuchen Sie, ob S! homdomorph zu R” sein kann.

c¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass S! eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 1 ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Polarkoordinaten: z = cosf, y = sin6.
Aufgabe 7. a) (2 Punkte) Betrachten Sie die folgenden glatten Atlanten auf R:
Aig = {id: R =R}, A, ={p:R =R, ¢(z)=2%}.

Zeigen Sie, dass Ajq und A, zwei verschiedene Strukturen von glatten Mannigfaltigkeiten
auf R induzieren und dass die glatten Mannigfaltigkeiten (R, A;jq) und (R, A,) diffeomorph
sind.

Hinweis: Zeigen Sie, dass {id : R = R, ¢ : R — R} kein glatter Atlas auf R ist.
b) (2 Punkte) Zeigen Sie mithilfe der folgenden glatten Atlanten auf R:
VreRso: A ={or : R = R, p.(z) =2 falls x < 0 und ¢, (x) = ra falls x > 0},

dass es liberabzdhlbar viele verschiedene Strukturen von glatten Mannigfaltigkeiten auf R
gibt. Sind die entsprechenden glatten Mannigfaltigkeiten diffeomorph?



Aufgabe 8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und P C M eine Untermannigfaltigkeit.

a) (3 Punkte) Betrachten Sie zwei an P angepasste Karten & = (z},...,2)T : U; — &(U;)
von M, wobei i € {1,2} und die induzierten Karten von P mit

7

bezeichnet seien. Zeigen Sie, dass die obigen Karten von P glatt iberlappen, d.h., dass
Go&l&UINU,NP)— U NU,NP)

und
Col & (ULNULNP) — &(UNU3 N P)

glatt sind.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die von M auf P induzierte Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit
eindeutig bestimmt ist.
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