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Aufgabe 5. a) (2 Punkte) Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit, I eine Indexmenge und
A = {ξi : Ui → ξi(Ui) | i ∈ I} ein glatter Atlas auf M . Sei U ⊂ M eine offene Teilmenge.
Zeigen Sie: U ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit glattem Atlas

{ξi|Ui∩U : Ui ∩ U → ξi(Ui ∩ U) | i ∈ I}.

b) (2 Punkte) Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie, dass das Kartesische
Produkt M ×N eine natürliche Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit trägt, so dass die
Projektion π :M ×N →M , π(p, q) = p eine glatte Abbildung ist.

Hinweis: Man darf die Produkttopologie ohne Beweis nutzen. Die offenen Mengen dieser
Topologie haben die Form ∪j∈I(Uj×Vj) für jede Indexmenge I, wobei Uj ⊆M und Vj ⊆ N
offene Mengen sind.

Aufgabe 6. a) (2 Punkte) Sei S1 = {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1} der Einheitskreis in R2 mit der
induzierten Topologie. Zeigen Sie, dass S1 kompakt ist.

Hinweis: Nutzen Sie ohne Beweis, dass gilt: Eine Menge K in Rn ist kompakt genau dann,
wenn K abgeschlossen und beschränkt ist.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass ein Atlas auf S1 mindestens zwei Karten haben muss.

Hinweis: Untersuchen Sie, ob S1 homöomorph zu Rn sein kann.

c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass S1 eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 1 ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Polarkoordinaten: x = cos θ, y = sin θ.

Aufgabe 7. a) (2 Punkte) Betrachten Sie die folgenden glatten Atlanten auf R:

Aid = {id : R→ R}, Aϕ = {ϕ : R→ R, ϕ(x) = x3}.

Zeigen Sie, dass Aid und Aϕ zwei verschiedene Strukturen von glatten Mannigfaltigkeiten
auf R induzieren und dass die glatten Mannigfaltigkeiten (R,Aid) und (R,Aϕ) diffeomorph
sind.

Hinweis: Zeigen Sie, dass {id : R→ R, ϕ : R→ R} kein glatter Atlas auf R ist.

b) (2 Punkte) Zeigen Sie mithilfe der folgenden glatten Atlanten auf R:

∀r ∈ R>0 : Ar = {ϕr : R→ R, ϕr(x) = x falls x ≤ 0 und φr(x) = rx falls x ≥ 0},

dass es überabzählbar viele verschiedene Strukturen von glatten Mannigfaltigkeiten auf R
gibt. Sind die entsprechenden glatten Mannigfaltigkeiten diffeomorph?
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Aufgabe 8. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und P ⊂M eine Untermannigfaltigkeit.

a) (3 Punkte) Betrachten Sie zwei an P angepasste Karten ξi = (x1i , . . . , x
n
i )

T : Ui → ξi(Ui)
von M , wobei i ∈ {1, 2} und die induzierten Karten von P mit

ξ̃i : Ui ∩ P → ξ̃i(Ui ∩ P ), q 7→ (x1i , . . . , x
m
i )(q)

bezeichnet seien. Zeigen Sie, dass die obigen Karten von P glatt überlappen, d.h., dass

ξ̃1 ◦ ξ̃−12 : ξ̃2(U1 ∩ U2 ∩ P )→ ξ̃1(U1 ∩ U2 ∩ P )

und
ξ̃2 ◦ ξ̃−11 : ξ̃1(U1 ∩ U2 ∩ P )→ ξ̃2(U1 ∩ U2 ∩ P )

glatt sind.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die vonM auf P induzierte Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit
eindeutig bestimmt ist.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf Ihr Blatt.
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