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Aufgabe 45. Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und Ric die Ricci-Kriimmung,.

a) Sei & = (z1,...,2™)7T : U — £(U) eine Karte von M. Dann gilt fiir R;; := Ric(9;, 0;):
Rij = ZR“}jm.

b) Sei nun (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n mit der Eigenschaft, dass
flir die Schnittkriimmung K gilt: K = k iiberall, wobei k € R. Nutzen Sie die Symmetrie
von Ric und Bemerkung 5.17 um zu zeigen, dass Ric = (n — 1)kg.

Aufgabe 46. Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und K, Ric, und s die
Schnitt-, Ricci-, und Skalarkriimmung. Betrachten Sie eine andere Metrik g := r2g auf M, wobei
r € Rsg. Seien K, Ric, und s die Schnitt-, Ricci-, und Skalarkriimmung von (M, g). Zeigen Sie:

~ 1 — 1
K= —2K, Ric = Ric, s = —S.
r T

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die Christoffelsymbole von g und g gleich sind und folgern
Sie daraus, dass R"l?j = R’?jk, wobei R und R die Riemmannschen Kriimmungstensoren bzgl. g
und ¢ bezeichnen.

Aufgabe 47. a) Zeigen Sie: O(n) = {A € Matg(n x n) | ATA = 1} ist eine glatte Unterman-
nigfaltigkeit von Matg(n x n) der Dimension in(n — 1).

b) Zeigen Sie: SU(n) = {A € Matc(n x n) | ATA = 1 und det A = 1} ist eine glatte
Untermannigfaltigkeit der Dimension n? — 1 von U(n) und damit eine Lie Gruppe.

Hinweis: Nutzen Sie Beispiel 1.4.9.

c) Betrachten Sie die Einheitssphiire S = {z € R* | ||z|| = 1} C R?, dargestellt als
{(z,w) € C* | |l2]* + [lw]? = 1}.

Sie diirfen ohne Beweis nutzen, dass S? eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 3 ist.
Zeigen Sie: Die Abbildung ® : S* — SU(2), die durch

definiert ist, ist ein Diffeomorphismus.



Aufgabe 48. Sei

1
H = 0 | z,y,2 € R p C GL,(R)
0

O~ 8
[ SR\

mit der von GL,,(R) ererbten Struktur einer Mannigfaltigkeit. Sie diirfen als bekannt voraussetzen,
dass H eine Untermannigfaltigkeit von GL,(R) ist.

a) Zeigen Sie: H ist diffeomorph zu R?, und (H,-) ist eine Lie-Gruppe.

b) Sei &€ = (z,y, 2): H — R? der Diffeomorphismus aus Teil a), der im Folgenden als Karte fiir
H verwendet werden soll. Driicken Sie die Vektorfelder

0 0 0 0
A—%, B—8fy+$£und0—@

als Matrizen aus. Zeigen Sie, dass diese Vektorfelder links-invariant sind.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt.



