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Aufgabe 41. a) (2 Punkte) Sei F :M → N ein Diffeomorphismus zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten. Zeigen Sie:

∀X,Y ∈X (M) : DF ([X,Y ]) = [DF (X), DF (Y )].

Hinweis: Nutzen Sie den Ausdruck in Koordinaten aus Proposition 4.1.3. Für ein koordina-
tenfreies Argument nutzen Sie Proposition 2.2.7 und Definition 1.2.3.

b) (2 Punkte) Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Zeigen
Sie: Bezüglich lokaler Koordinaten ξ = (x1, . . . , xn)T : U → ξ(U) hat der Riemannsche
Krümmungstensor R genau n2(n2 − 1)/12 unabhängige Komponenten Rijkl.

Hinweis: Nutzen Sie Proposition 5.10.

Aufgabe 42. Sei S2 ⊂ R3 mit der von den Standard-Strukturen von R3 induzierten Struktur
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Weiter seien p ∈ S2, v ∈ TpS2 mit ‖v‖ = 1, und γ die
nicht konstante Geodätische mit maximalem Definitionsbereich I so, dass γ(0) = p, γ̇(0) = v
(vgl. Aufgabe 34 b)). Wie im Beispiel 2.3.3 und in Aufgabe 34 b) verwenden wir hier für
v ∈ TpS2 mit TpS2 ⊂ TpR3 die Koordinatendarstellung v = (v1, v2, v3)T bzgl. der Standardbasis
(∂1|p, ∂2|p, ∂3|p) von TpR3 und identifizieren v mit (v1, v2, v3)T ∈ R3, v ⊥ p.

a) (1 Punkt) Betrachten Sie einen Tangentialvektor u ∈ TpS2 mit u ⊥ v und ‖u‖ = 1. Zeigen
Sie, dass

Y (t, τ) = cos t · p+ sin t · (cos τ · v + sin τ · u), t ∈ I, τ ∈ (−δ, δ)

eine geodätische Variation von γ ist.

b) (1 Punkt) Betrachten Sie den Koordinatenausdruck u =
∑3

j=1 u
j∂j |p. Zeigen Sie: Das von

Y induzierte Jacobi-Vektorfeld ist Z(t) = sin t · U(t) mit U(t) =
∑3

j=1 u
j∂j |γ(t).

c) (2 Punkte) Zeigen Sie: K(v, u) = 1.

Hinweis: Nutzen Sie Lemma 5.6 (1) und Teil b) um zu zeigen, dass Rv,uv = u.

Aufgabe 43. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n.

a) (2 Punkte) Es seien ξ = (x1, . . . , xn)T : U → ξ(U) Riemannsche Normalkoordinaten um
p ∈ U zur Orthonormalbasis (e1, . . . , en) von TpM und Ũ ⊂ TpM mit 0 ∈ Ũ so, dass
expp : Ũ → U ein Diffeomorphismus ist. Weiter seien y ∈ Ũ und q = expp(y). Zeigen Sie:

∀j ∈ {1, . . . , n} : ∂j |q =
d

ds
expp(y + sej)|s=0.

Hinweis: Verwenden Sie Definition 1.2.3, um zu zeigen: ∂j |q = ċj(0) (Richtungsableitung
entlang cj), wobei cj : (−ε, ε)→ U mit xk(cj(s)) = xk(q) + sδjk für alle k.
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b) (2 Punkte) Mit den Notationen von Definition 4.3.6 zeigen Sie, dass die Menge Dp sternförmig
bzgl. 0 ist, d.h. für alle v ∈ Dp und λ ∈ [0, 1] gilt λv ∈ Dp.

Hinweis: Nutzen Sie Bemerkung 4.3.7, insbesondere dass für γv : I →M wie in Definition
4.3.6 und für alle λ ∈ R gilt γλv(t) = γv(λt) für alle t ∈ R mit λt ∈ I.

Aufgabe 44. Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und γ : I →M eine Geodä-
tische, wobei 0 ∈ I. Betrachten Sie eine geodätische Variation Y : I × (−δ, δ)→M von γ, das
zugehörige Jacobi-Feld Z(t), und eine Karte ξ = (x1, . . . , xn)T : U → ξ(U) auf M . Setzen Sie
cj := xj ◦ Y und Y (t, τ) = ct(τ) = γτ (t) wie im Beweis von Lemma 4.3.16.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie:

D

dτ

D

dt
∂i =

∑
j

( ∂2cj
∂τ∂t

(t, τ)D∂j∂i +
∂cj

∂t
(t, τ)

∑
k

∂ck

∂τ
(t, τ)D∂kD∂j∂i

)
. (1)

b) (2 Punkte) Zeigen Sie:
D

dt

D

dτ
∂i −

D

dτ

D

dt
∂i = Rc′t(τ),γ̇τ (t)∂i

Hinweis: Tauschen Sie τ ↔ t und j ↔ k in (1) aus und ziehen Sie die neue Gleichung von
(1) ab.

c) (1 Punkt) Folgern Sie, dass D
dt
D
dtZ(t) = RZ(t),γ̇(t)γ̇(t).

Hinweis: Nutzen Sie die Hinweise im Beweis von Lemma 5.6 (1) und werten Sie in τ = 0
aus. Es gilt: c′t(0) = Z(t) und γ̇0(t) = γ̇(t).

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Übungsgruppe auf Ihr Blatt.
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