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Aufgabe 41. a) (2 Punkte) Sei F': M — N ein Diffeomorphismus zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten. Zeigen Sie:

VX,Y € 2 (M): DF([X,Y]) = [DF(X), DF(Y)].

Hinweis: Nutzen Sie den Ausdruck in Koordinaten aus Proposition 4.1.3. Fiir ein koordina-
tenfreies Argument nutzen Sie Proposition 2.2.7 und Definition 1.2.3.

b) (2 Punkte) Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n. Zeigen
Sie: Beziiglich lokaler Koordinaten ¢ = (z!,...,2")" : U — £(U) hat der Riemannsche
Kriimmungstensor R genau n?(n? — 1)/12 unabhéingige Komponenten R; ;.

Hinweis: Nutzen Sie Proposition 5.10.
Aufgabe 42. Sei S? C R? mit der von den Standard-Strukturen von R? induzierten Struktur
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Weiter seien p € §?, v € TpS? mit ||v]| = 1, und v die
nicht konstante Geodéatische mit maximalem Definitionsbereich I so, dass y(0) = p, 4(0) = v
(vgl. Aufgabe 34 b)). Wie im Beispiel 2.3.3 und in Aufgabe 34 b) verwenden wir hier fiir
v E Tp82 mit Tp82 C TpR3 die Koordinatendarstellung v = (v',v2, v3)7 bzgl. der Standardbasis
(O1lp, Oalp, O5p) von T,R? und identifizieren v mit (vt,v?,v3)T € R3, v L p.

a) (1 Punkt) Betrachten Sie einen Tangentialvektor u € T,S? mit u L v und |jul| = 1. Zeigen
Sie, dass

Y(t,7) =cost-p+sint-(cosT-v+sint-u), t€l, 7€ (—6,0)
eine geodatische Variation von 7y ist.
b) (1 Punkt) Betrachten Sie den Koordinatenausdruck u = 23:1 u!dj|p. Zeigen Sie: Das von
Y induzierte Jacobi-Vektorfeld ist Z(t) = sint - U(t) mit U(t) = Z;’Zl w Oj 1)
¢) (2 Punkte) Zeigen Sie: K(v,u) = 1.
Hinweis: Nutzen Sie Lemma 5.6 (1) und Teil b) um zu zeigen, dass R, ,v = u.

Aufgabe 43. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension 7.

a) (2 Punkte) Es seien £ = (2!,...,2")T : U — £(U) Riemannsche Normalkoordinaten um
p € U zur Orthonormalbasis (eq,...,e,) von T,M und U C T,M mit 0 € U so, dass
exp, : U — U ein Diffeomorphismus ist. Weiter seien y € U und ¢ = expp(y). Zeigen Sie:

. d
Vie{l,...,n}: 0j|q = gexpp(y—i- s€;)]s=o0-

Hinweis: Verwenden Sie Definition 1.2.3, um zu zeigen: d;|, = ¢;(0) (Richtungsableitung
entlang c;), wobei ¢; : (—¢,€) — U mit 2*(c;j(s)) = 2*(q) + sy, fiir alle k.



b) (2 Punkte) Mit den Notationen von Definition 4.3.6 zeigen Sie, dass die Menge Z,, sternférmig
bzgl. 0 ist, d.h. fiir alle v € Z, und A € [0,1] gilt \v € Z,.

Hinweis: Nutzen Sie Bemerkung 4.3.7, insbesondere dass fiir v, : I — M wie in Definition
4.3.6 und fiir alle A € R gilt vy, (t) = 7, (At) fiir alle t € R mit A\t € 1.

Aufgabe 44. Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und « : I — M eine Geodé-
tische, wobei 0 € I. Betrachten Sie eine geodétische Variation Y : I x (—0,0) — M von =, das
zugehorige Jacobi-Feld Z(t), und eine Karte &€ = (z!,...,2™)7 : U — ¢(U) auf M. Setzen Sie
¢ i=al oY und Y(t,7) = ¢;(7) = v-(t) wie im Beweis von Lemma 4.3.16.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie:
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b) (2 Punkte) Zeigen Sie:
DD DD
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Hinweis: Tauschen Sie 7 <+ ¢t und j <> k in (1) aus und ziehen Sie die neue Gleichung von
(1) ab.

c¢) (1 Punkt) Folgern Sie, dass Cllng( ) = Rz 4)Y ().

Hinweis: Nutzen Sie die Hinweise im Beweis von Lemma 5.6 (1) und werten Sie in 7 = 0

aus. Es gilt: ¢,(0) = Z(t) und Fo(t) = (¢).
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