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In folgenden seien Λ = {n1ω1 + n2ω2 | n1, n2 ∈ Z} ⊂ C ein von einer Basis (ω1, ω2) von C über
R mit Im(ω1/ω2) > 0 erzeugtes Gitter,

pΛ(z) = 1
z2 +

∑
λ∈Λ\{0}

(
1

(z − λ)2 −
1
λ2

)

die Weierstrasssche p-Funktion und e1 := pΛ(ω1/2), e2 := pΛ(ω2/2), e3 := pΛ((ω1 + ω2)/2).
Weiter sei σΛ : C→ C mit

σ′Λ
σΛ

(z) = 1
z

+
∑

λ∈Λ\{0}

(
1

z − λ
+ z

λ2 + 1
λ

)

und σ′Λ(0) = 1 die Weierstrasssche Sigma-Funktion.

Aufgabe 7. Bestimmen Sie eine Funktion gω1(z) auf C mit den folgenden Eigenschaften:

i) gω1 ist meromorph auf C.

ii) pΛ(z)− pΛ(ω1/2) = gω1(z)2.

Betrachten Sie nun das von (ω1, 2ω2) erzeugte Gitter Λ̃. Zeigen Sie, dass gω1 eine elliptische
Funktion bzgl. Λ̃ ist.

Aufgabe 8. Sei c der kleinste Wert von |λ| für λ ∈ Λ \ {0}. Für ein r < 1 nehmen wir an,
dass z in einer Kreisscheibe vom Radius rc um 0 enthalten ist. Berechnen Sie die Laurent
Reihenentwicklung von pΛ und p′Λ um 0 und zeigen Sie, dass

pΛ(z) = 1
z2 + 3s4z

2 + 5s6z
4 + 7s8z

6 + · · ·

p′Λ(z) = − 2
z3 + 6s4z + 20s6z

3 + 42s8z
5 + · · · ,

wobei sk :=
∑
λ∈Λ\{0}

1
λk . Folgern Sie, dass e1 + e2 + e3 = 0.

Aufgabe 9 (Additionstheorem für pΛ). Zeigen Sie: ∀z, v ∈ C \ Λ mit z 6= v:

pΛ(z + v) + pΛ(z) + pΛ(v) = 1
4

(
p′Λ(z)− p′Λ(v)
pΛ(z)− pΛ(v)

)2
.

Nutzen Sie die obere Formel, um zu zeigen, dass

pΛ
(
z + ω1

2
)

= e1 + 2e2
1 + e2e3

pΛ(z)− e1
.

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen kompakt gleichmäßig konvergent sind:
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a)
∑
λ∈Λ\{0} ln

((
1− z

λ

)
exp

(
z
λ + 1

2
(
z
λ

)2)) für z ∈ C.

b)
∑∞
k=1

(−1)k

z+k für z ∈ C \ Z<0.

c)
∑∞
k=1 kx

k für x ∈ (−1, 1). Ist diese Reihe auch gleichmäßig konvergent?

Aufgabe 11. Sei α ∈ C∗. Wie verhält sich σΛ unter einer Transformation Λ 7→ αΛ?
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