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Aufgabe 32 (Parallelverschiebung auf dem Kegel).

a) (1 Punkt) Fiir B € [0,27n] bezeichne Rg die Drehung auf R> um 0 um den Winkel B.
Betrachten Sie die folgende Aquivalenzrelation auf R:

v~7v & v =Rg).

Seien ‘Kﬁ := R?/ ~ der Quotientenraum mit der von der Standardmetrik auf R? induzier-
ten Metrik und q : R?> — % die kanonische Abbildung (vgl. Aufgabe 15). Sei nun

Yu:R— ]RZ, Y = (ucosy,usiny),

d. h. (yu)jo ist der Kreisbogen in R? mit Mittelpunktswinkel  und Radius u € (0, ).
Betrachten Sie einen Tangentialvektor w € Ty, 0)Kp und seine Parallelverschiebung
w = PQ(Vu(ﬁ))

o (O))(q()/u))(v) entlang g(y,). Berechnen Sie den Winkel zwischen w und w’.
Hinweis: Man darf annehmen, dass Kj eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit ist.
Seien a € (0, ) und %, die Untermannigfaltigkeit von R® die durch
(u,0) — (usinacosB,usinasin6,ucosa), ue€ (0,+c0)und 6 € R

parametrisiert ist.

b) (1 Punkt) Berechnen Sie die von der Standardmetrik auf R® induzierte Metrik g, auf 7?“
in Koordinaten (u, 0) mit 0 € (0g — 7, Op + m) fiir beliebige 0p € IR.

¢) (2 Punkte) Seien u € R und y,, die Kurve y,, : R — 7~(a auf 7~<a mit
Vu(0) = (usin a cos 6, u sin a sin 6, 1 cos a).

Betrachten Sie einen Tangentialvektor w € T%(O)‘]?a und seine Parallelverschiebung w’ :=

Vu (27

Yu(0)
Sie die Antwort mit der von Teil a).

)(7:)(v) entlang 7;.. Berechnen Sie den Winkel zwischen @ und @’ und vergleichen

Aufgabe 33 (Parallelverschiebung und Geodatische).

a) (2Punkte)Seieny : I — M eine stiickweise glatte Kurve in einer semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeit M und to, t; € I mit p := p(tp) und q := y(t1). Betrachten Sie die entsprechende
Parallelverschiebung

Py(y): T,M = T;M

entlang y von p nach g. Sei ) eine Reparametrisierung von y (siehe Aufgabe 27¢) ). Zeigen
Sie: P)(y) = Pi(7).



b) (2 Punkte) Seien M und N semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten, y : I — M eine Geoda-
tische, und F : M — N eine glatte Abbildung, so dass fiir alle p € M das Differential DF,
eine Isometrie ist, d. h.

Yo,w € TyM: (v, w) = (DFy(v), DFy(w)).
Zeigen Sie: F o y ist eine Geodatische auf N.

Aufgabe 34 (Geoditische).

a) (2 Punkte) Zeigen Sie: Auf R" mit der Standardmetrik sind die Geodéatischen genau die
mit konstanter Geschwindigkeit parametrisierten Geradenstticke.

b) (2 Punkte) Sei $* die Einheitssphire in R®. Seien auch p € $? und u € TpSz, die man als
Vektoren in IR? interpretiert. Dann heiflt Grofkreis der Durchschnitt von $% mit der Ebene
in IR3, die 0, p und u enthilt.

Zeigen Sie: Auf 5 sind die nicht konstanten Geodétischen mit maximalem Definitionsbe-
reich genau die Grofikreise, die mit konstanter Geschwindigkeit parametrisiert sind.
Hinweis: Betrachten Sie die Parametrisierung

c(t) =cost-p+sint-u, c(0) =p, ¢0) =u
eines Grof3kreises.

Aufgabe 35 (Exponentialabbildung).

a) (1Punkt) Berechnen Sie die Exponentialabbildung auf dem n-dimensionalen Euklidischen
Raum (R", ), d.h. in der Notation von Aufgabe 25 mit ¢ = }.7_; dx’ ® dx' beziiglich der
Standardbasis in R".

b) (1 Punkt) Sei §! ¢ RR? der Einheitskreis mit der vom Euklidischen Raum (R?,¢) in-
duzierten Metrik. Berechnen Sie diese Metrik in Polarkoordinaten. Daxﬁber hinaus sei
p = (sin6,cos 0) € $'. Benutzen Sie den Isomorphismus R? ~ C,p + € fiir p € S' wie

oben, um die Exponentialabbildung expp(t% ) zu berechnen.
p

¢) (2 Punkte) Sei $? c R3 die Einheitssphére mit der vom Euklidischen Raum (RS, g) indu-
zierten Metrik. Nutzen Sie das Ergebnis von Aufgabe 34, um die Exponentialabbildung
auf $? zu bestimmen. Berechnen Sie expp(u), wobei [lu]| = 7, und folgern Sie, dass die

Exponentialabbildung auf T,,$* kein Diffeomorphismus ist.
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