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Aufgabe 28 (Zusammenhinge). Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und D ein Zusammen-
hang auf M.

a) (2 Punkte) Betrachten Sie einen Punkt p € M und zwei Vektorfelder Wy, Wy € X(M), so
dass Wi = W, in einer Umgebung U von p. Zeigen Sie:

YV e X(M) (Dvw1)p = (Dvwz)p.

Hinweis: Nutzen Sie eine Funktion f € ¥ (M) mit supp(f) C U, und so dass f = 1 in einer
offenen Umgebung U’ C U von p. Betrachten Sie Dy(fW;) und Dy(f W) auf M.

b) (2 Punkte) Sei nun U C M eine offene Menge und p € U. Betrachten Sie Vektorfelder
V,W, V WeX (M) mit V), = V und Wy = W|u Nutzen Sie Teil a) um zu zeigen, dass
(DVW)p - (Dvw)p-

Aufgabe 29 (Levi-Civita Zusammenhidnge auf Untermannigfaltigkeiten). Seien (M, g) eine
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Zusammenhang V, und P C M eine semi-
Riemannsche Untermannigfaltigkeit.

a) (2 Punkte) Beweisen Sie: Vp € M liefert T,M = T,P ® (T,P)" eine Zerlegung
— ytan 1
Xp =X, + X,
fir alle X € X(M).

b) (2 Punkte) Fiir alle V, W € X(P) definieren wir VyW := (V5 W)™, wobei V, W beliebige
Fortsetzungen von V, W zu glatten Vektorfeldern auf M sind. Zeigen Sie: V ist der Levi-
Civita-Zusammenhang auf P.

Aufgabe 30 (F-verwandte Vektorfelder und glatte Kurven). Sei F : M — N eine glatte Abbil-
dung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten.

a) (2 Punkte) Betrachten Sie Vektorfelder X, X’ € X(M) und Y, Y’ € X(N), so dass
X< Yund X'~ Y.
Zeigen Sie: [X, X'] ~ YY)
b) (2 Punkte) Sei X € X(M) ein Vektorfeld und y : I — M eine glatte Kurve, so dass
Ytel: y(t) = Xyp)-

Wir nennen eine solche Kurve y eine Integralkurve von X. Betrachten Sie ein Vektorfeld
Y € X(N), so dass X ~ Y. Zeigen Sie: die Kurve F o y ist eine Integralkurve von Y.
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Aufgabe 31 (Christoffel-Symbole und Vektorfelder entlang Kurven).
a) (1 Punkt) Sei (R3, ¢) der 3-dimensionale Euklidische Raum mit dem natiirlichen Zusam-
menhang D. Sei (U, &) die Karte auf R3, die durch
& U — (0,00) % (0,27) X (—00, 00), é_l(r, 0,z) :=(rcos6,rsin 6, z)

(Zylinderkoordinaten) definiert ist. Berechnen Sie die Christoffel-Symbole beziiglich der
Karte (U, &).

b) (1 Punkt) Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, y : I — M eine Kurve in
M,und & = (x},...,x"), n = (v},...,y") zwei lokale Koordinatensysteme um y(t), wobei
t € I. Zeigen Sie:

Vi,jefl,...,n}: Z dt( )a;,];()/(f)) =

¢) (2 Punkte) Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit,  : I — M eine Kurve in
M, und Z € X(y). Beziiglich beliebiger lokaler Koordinaten (U, & = (x!,...,x")) schreiben
wir fiir t € I mit y(t) e U

Z@=ZFW%Wy

Zeigen Sie: Es existiert ein Vektorfeld Z’ € X(y) mit

7/t = Z( Z 7™
k

beziiglich beliebiger lokaler Koordinaten (U, &). D. h. die lokalen Ausdriicke () konnen
konsistent verklebt werden.

Hinweis: Betrachten Sie zwei lokale Koordinatensysteme & = G, ..., xundn =y, ..., y"
um Y(t), die entsprechenden lokalen Ausdriicke

; -0
Z= Z‘Z ox! :Z]" 8y]

und die Koordinatentransformation
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Berechnen Sie Z’(t) beziiglich n und vergleichen Sie mit (x).
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