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Aufgabe 21 (Konstruktion eines Vektorbiindels aus Ubergangsfunktionen). Seien M eine glatte
Mannigfaltigkeit und 7 : E — M ein glattes Vektorbiindel vom Rang k. Betrachten Sie glatte
Atlanten .

A={& Ui &) liefund A={E: U; — &(Uy) |iel}

auf E und M so dass die Abbildungen ¢; : U; x RF — U, (p,v) — 3;1(5{(;9), v) lokale Triviali-
sierungen sind, und (pi‘l o pi(p,v) = (p,Tij(p)v) fir allei,je I, p € U;NUj;, und v € RF. Zeigen
Sie:

a) (1Punkt) Fiiri, j € I Yq € U; N Uj, liefern die entsprechenden lokalen Trivialisierungen ¢;
und ¢; glatte Ubergangsfunktionen 7;j : U; N U; — GL(R).

b) (1 Punkt) Sei Ey die Einheitsmatrix in GL¢(R). Zeigen Sie, dass die Ubergansfunktionen
die folgenden Bedingungen fiir alle 7, j, I € I erfiillen:

i) 7ii(q) = Ex fur alleg € U;,
ii) (Ti]' o T]l)(q) = E; fur alle qe€ u,nu;,
iii) (7jj0Tj01)(9) = Ex firallege U;nU; N U,

Zeigen Sie dartiiber hinaus, dass iii) dquivalent zu (7;; o ’cljl o 75)(q) = Ey ist.

Betrachten Sie jetzt eine Menge glatter Abbildungen {7}, : U; N U; — GL(k, R)}; j;, die die

i
Bedingungen i), ii), iii) fiir alle i, j,/ € I erfiillen. Betrachten Sie den Quotientenraum

E = (|_|(z' x U; X ]Rk))/ ~,
iel

wobei (i,4,0) ~ (j.q, Tj(q)0) Vi,j € I, g e Ui N Uj, v € Rk,

¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

d) (3 Punkte) Betrachten Sie die Abbildung =’ : E’ — M, die durch [(i,g,v)] — g gegeben
ist. Versehen Sie E” mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit und zeigen Sie, dass
7’ : E' — M ein glattes Vektorbtindel ist.

e) (2 Punkte) Nehmen Sie jetzt an, dass 7;; = Tl/.j tur alle i, j € I. Betrachten Sie die Abbildung

fiE—F, f(w) = [i,¢; " (w)] falls m(w) € U,

Zeigen Sie:



1) Die Abbildung fist wohldefiniert (d. h. unabhédngig von i) und glatt.
2) o f: .

3) Die Einschrankung ﬁn_1(q) : 7 1(q) — 1'~1(g) ist ein linearer Isomorphismus.

Aufgabe 22 (Tensoren und Tensorfelder).

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass dimV® W = dim V - dim W, wobei V und W endlich dimen-
sionale Vektorraume iiber R sind.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie: {Tensoren vom Typ (1,1) auf R"} ~ Matgr(n X n).
Hinweis: Betrachten Sie die Standardbasis (e, ..., e;) und ihre Dualbasis (e;, ...,€;) und
konstruieren Sie einen Isomorphismus R"” ® (R")* — Matgr(n X n), &; ® e’]‘. = Eji.

¢) (2 Punkte) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie: Als ¥ (M)-Moduln gilt
'7'21(M) ~{A: X(M)x X(M) — X(M) | A ist ¥ (M)-bilinear}.

Aufgabe 23 (Tensorfelder). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.

a) (1 Punkt) Seien E und F zwei glatte Vektorbiindel tiber M. Beweisen Sie, dass der Raum
E®F,derdurch EQF := | |,c\ Ep ® Fp, definiert ist, ein Vektorbiindel tiber M liefert.

b) (1 Punkt) Betrachten Sie nun das Vektorbiindel T;(M), das durch
Ti(M) := (TM)® & (T"M)®*
definiert ist. Man nennt es das Vektorbiindel der (p, q)-Tensoren von M. Zeigen Sie, dass
I(M, T5(M) = T{(M),

wobei I'(M, E) den Raum der glatten Schnitte eines Vektorbiindels E tiber M bezeichnet.
Hinweis: Benutzen Sie den Isomorphismus

V@ (V) ~ (L : (V)" x V** - R | L multilinear}
mit V = T,M fiir p € M.
¢) (1 Punkt) Betrachten Sie die Lie-Klammer [+, -] : X(M) x X(M) — X(M), die durch
[X, YI(f) = X(Y(f)) - Y(X(f)) VX, Y € X(M), f € F (M)

definiert ist. Zeigen Sie, dass sie kein Tensorfeld ist.
Hinweis: Man darf annehemn, dass [X, Y] € X(M).

d) (1 Punkt) Zeigen Sie mithilfe der Transformationsregeln fiir Tensoren, dass ein (1, 1)-
Tensorfeld A auf M existiert, so dass beziiglich jeder Karte (U, &) mit & = (xl,...,x”)
gilt:

0 .

= E - ]

A|u— ‘ ax].®dx.
]
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