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Aufgabe 17 (Pullback einer 1-Form).
Definition: Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, F : M — N eine glatte Abbildung, und w
eine glatte 1-Form auf N. Die 1-Form F*w auf M, die durch

VpeM, VX € T,M: (Fw)y(X) := wrp)(DFy(X))
definiert ist, heif3t der Pullback von w.

Seien $° die Einheitssphére in R?, j: $3 — R* die Inklusionsabbilding, und (x!, 22,23, x%)
bezeichne die Standardkoordinaten auf IR*.

a) (2 Punkte) Zeigen Sie: j*w = 0 genau dann, wenn fiir alle x € $°:
wy = A0t dxt + 2% dx® + 23 dx® + xF do?,

wobei A € R.

Hinweis: Betrachten Sie den Isomorphismus T,R* =~ (T,IR*)*, der mittels des Euklidischen
Skalarproduktes gegeben ist.

b) (2 Punkte) Betrachten Sie die 1-Form w, = x! dx? — x? dx! + x% dx* — x* dx® auf R*. Zeigen
Sie, dass j*w nirgendwo auf $° verschwindet.

Aufgabe 18 (Untermannigfaltigkeiten).

a) (2Punkte)Seien M und P glatte Mannigfaltigkeiten der Dimensionmundn,undF : P - M
eine Immersion. Zeigen Sie: falls F : P — F(P) ein Homdomorphismus ist, dann ist F(P)
eine Untermannigfaltigkeit von M.

b) (2 Punkte) Seien F : M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten
und Z C M eine glatte Untermannigfaltigkeit. Zeigen Sie: F~}(Z) ¢ M ist eine Unterman-
nigfaltigkeit von M falls F transversal zu Z ist.

Hinweis: Fiir ein Punkt p € F~}(Z) betrachten Sie geeignete Karten (U, &) um p und (V, 1)
um F(p) sodass (F(p)) = 0und n(VNZ) C RYIMZ 5 {0} ¢ RYE™N Finden Sie eine Abbildung
F : U — RIMN-dimZ 55 dass (F)"1(0) = F1(Z) N U.



Aufgabe 19 (Tangentialraume von Untermannigfaltigkeiten).

a) (2 Punkte) Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit und P C M eine Untermannigfaltigkeit
von M. Sei j : P <> M die Inklusionsabbildung. Betrachten Sie das Differential Dj, :
TyP — TyM und den Unterraum

{XeT,M|X(f)=0VYfeF(M)mit flp =0} c T,M.
Zeigen Sie: Fiir alle p € P ist die Abbildung
Dj, : T,P — {X € T,M | X(f) = 0 Yf € F(M) mit flp = 0}
ein Isomorphismus.

b) (2 Punkte) Seien M und M’ glatte Mannigfaltigkeiten und F : M — M’ eine glatte Abbil-
dung. Seien g € M’ ein regulirer Wert von F, P := F~!(g) die entsprechende Unterman-
nigfaltigkeit von M, und j : P < M die Inklusionsabbildung. Zeigen Sie, dass fiir jedes
p € P, das Differential Dj, einen Isomorphismus

T,P ~ ker (DF, : T,M — Tp(p)M’)
liefert.

Aufgabe 20 (Lineare Gruppen). Sei M,(R) = R™ der Vektorraum aller n X n Matrizen mit
Koeffizienten in IR, der mit der Standardtopologie auf R” und der Standardstruktur einer
differenzierbaren Mannigfaltigkeit versehen ist. Sei E € M,,(IR) die Einheitsmatrix.

a) (1 Punkt) Sei Sym(n) := {A € M,(R) | A = AT} die Menge aller symmetrischen Matrizen.

Zeigen Sie, dass Sym(n) € M;(IR) ein Untermannigfaltigkeit der Dimension @ ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass Sym(n) ein Untervektorraum von M,,(RR) ist.
b) (1 Punkt) Betrachten Sie die Abbildung
f: Mu(R) = Sym(n)
A ATA.

Zeigen Sie, dass E € Sym(n) ein reguldrer Wert von f ist.

¢) (1 Punkt) Sei O(n) := {A € My(R) | ATA = E} die Orthogonale Gruppe. Zeigen Sie, dass

O(n) eine @-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, (IR) ist.
d) (1 Punkt) Betrachten Sie den folgenden Untervektorraum von M, (IR):
V:={BeM,(R)|B"+B=0).

Zeigen Sie, dass TeO(n) mit V identifiziert werden kann.
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