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Aufgabe 9 (Glatte Abbildungen und das Differential).

a) (2 Punkte) Seien M und N zwei glatte endlich dimensionale Mannigfaltigkeiten, wobei M
zusammenhdngend sei. Sei F : M — N eine glatte Abbildung, so dass das Differential

DFP : TPM - Tp(p)N
fir jedes p € M die Null-Abbildung ist. Zeigen Sie, dass F eine konstante Abbildung ist.

b) (1 Punkt) Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension m und N eine glatte Man-
nigfaltigkeit der Dimension #, so dass M und N diffeomorph sind, d.h. es existiert eine
glatte, bijektive Abbildung f : M — N, so dass die Umkehrabbildung f~! auch glatt ist.
Zeigen Sie, dass m = n.

¢) (1 Punkt) Seien Mjy, ..., M glatte Mannigfaltigkeiten, und betrachten Sie die Projektionen
it My X X My = Mj,
wobei j € {1,...,k}. Zeigen Sie, dass fiir beliebige p; € M; die Abbildung

a: T(p] ,,,,, pk)(Ml XX M) — Tlel b---D TpkMkz
X (Dri(X),. .., Dm(X)),

ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 10 (Glatte Kurven I). Seil C R ein offenes Interval mit 0 € I, M eine glatte Mannigfal-
tigkeit, und y : I — M eine glatte Abbildung. Wir nennen y eine glatte Kurve in M.

a) (1 Punkt) Sei & : U — &(U), & = (x1,...,x") eine Karte auf M und t die Koordinate in I.
Driicken Sie den Tangentialvektor von y:

d
y(®) := Dy, (5)

mithilfe der Koordinatenvektoren % aus.

b) (1Punkt) Zeigen Sie, dass fiir jeden Tangentialvektor X € T,M eine glatte Kurvey : I - M
existiert, so dass X = y(0).



¢) (2 Punkte) Zeigen Sie fiir glatte Kurven y, ¥ : I — M mit y(0) = y(0) = p:

d d
Vf e T )| = ZFO®)|
=
d d._ .
L0, - S0,
fiir eine (und damit jede) Karte & = (x!,...,x") : U — &U) um p.

Aufgabe 11 (Glatte Kurven II). Sei $° die Einheitssphére in R* ~ C2. Fiir jedes z = (z!,2%) € §°,
wobei z! = xt +ix2,22 = x3 +ix* e Cund 11, x2, x3, x* € R, betrachten Sie die Kurve 7z : R — $3,
die durch

yalt) = (€2 e2%)

definiert ist.
Definition: Fiirjedes p = (x!',x2,x3,x*) # (0,0,0,1) € $° definieren wir stereographische Koordinaten
wie folgt: fiiri =1,2,3

xl

1—a%

u' =

a) (2 Punkte) Es sei z! # 0. Berechnen Sie die Koordinatendarstellung der Kurve y, in
stereographischen Koordinaten und zeigen Sie, dass y, eine glatte Kurve ist.

b) (2 Punkte) Berechnen Sie 7,(t) in stereographischen Koordinaten, und zeigen Sie, dass fiir
jedes t € R fiir den Tangentialvektor y,(t) # 0 gilt.

Aufgabe 12 (Die Neilsche Parabel).

a) (2 Punkte) Sei M C IR" eine glatte Untermannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass die Inklusions-
abbildung ( : M — IR" glatt ist.

b) (2 Punkte) Betrachten Sie die Neilsche Parabel P,:
Pa = {(x/]/) € RZ | yz —LZ2X3 = 0}/

wobeia € R, a > 0. Zeigen Sie, dass es auf P, einen glatten Atlas gibt, aber dass P, keine
glatte Untermannigfaltigkeit von IR? ist.
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