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Aufgabe 5 (Glatte Abbildungen). Seien M, N, und P glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie:
a) (1 Punkt) Jede glatte Abbildung f : M — N ist stetig.

b) (1 Punkt) Falls die Abbildungen f : M — N und ¢ : N — P glatt sind, dann ist die
Verkniipfung g o f : M — P auch glatt.

¢) (2 Punkte) Die folgende Aussagen sind dquivalent:

i) Die Abbildung f : M — N ist glatt.
ii) Die Verkniipfung g o f ist fiir alle glatten Funktionen g : N — R auch glatt.
iii) Fiir jedes p € M gibt es eine offene Umgebung U C M von p, so dass f|y; glatt ist.

Aufgabe 6 (Mannigfaltigkeiten I).

a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass jede offene Menge U C R”" eine glatte Mannigfaltigkeit der
Dimension 7 ist.

b) (2 Punkte)Sei$! = {x € R? | ||x|| = 1} der Einheitskreis in R> mit der induzierten Topologie.
Zeigen Sie, dass ein Atlas auf $! mindestens zwei Karten haben muss.

c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass $' eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 1 ist.
Aufgabe 7 (Mannigfaltigkeiten II).

1. (2 Punkte) Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie, dass das Kartesische
Produkt M x N auch eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Hinweis: Man darf die Produkttopologie ohne Beweis benutzen.

2. (2 Punkte) Sei T? = {(x,y,2) € R® | (y/x2+ y2 — 1)? + 22 = 1} der Torus in R®. Zeigen Sie,
dass T? eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension 2 ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Zylinderkoordinaten:

x=rcos0, y=rsin0, z =z.

Aufgabe 8 (Tangentialrdume). Seien $2 ={x e R |Ix]| = 1} c R3 die Einheitssphédre mit der
induzierten Topologie von R® und

&:8\{(x,y,2) €5 |y =0} > (0,m) X (0,21) C R?
die Karte von $2, die gegeben ist durch:

5_1(6, ¢) = (sin O cos ¢, sin O sin ¢, cos 0).
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a) (2 Punkte) Bestimmen Sie fiir jedes p € $* \ {(x, y, z) € $? | y = 0} Kurven yg(f) und Vo(t) in
$2, so dass die Vektoren dgl, und dg|, € T,$? die Richtungsableitung entlang y¢ und y in
t = 0 sind. Berechnen Sie explizit die Vektoren vg = y9(0) und vy = 74(0).
b) (1 Punkt) Sei 1, = (sin 6 cos ¢, sin O'sin ¢, cos 0) € IR3. Zeigen Sie, dass die Vorschriften
(99|p = 0p, (9¢|p = Uy
einen linearen Isomorphismus
[:T,$* > {ve R’ |(v,n,) =0}
induzieren, wobei (-, -) das Standard-Skalarprodukt in R3 ist.

¢) (1 Punkt) Berechnen Sie die Skalarprodukte (vg, vg), (vg, V), und (v, v)-
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