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Aufgabe 48 (Jacobifelder). Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, y : [2,b] — M
eine Geodatische, und Z das Jacobi-Vektorfeld einer geodatischen Variation von y. Zeigen Sie:
[y(t), Z(t)] = O fiir alle t € (a, D).

Aufgabe 49 (Kovariante Ableitungen von Tensorfeldern). Seien M eine glatte Mannigfaltigkeit
und V ein Zusammenhang auf M.

a) Zeigen Sie: Falls 9§ € X*(M), dann ist Vx93 € X*(M) fiir alle X € X(M), wobei
VY € X(M): (VxI9)(Y) := Vx(3(Y)) — 9(VxY).

b) Seien A € /(M) und 8%,...,9" € X*(M), X3,...,Xs € X(M). Zeigen Sie: VxA € T (M)
wobei

VxA :=Vx(A®Y, ..., 9, X1,..., X))

T
—ZA(sl,...,vxsi,...,y,xl,...,xs)
i=1
S
—ZA(Sl,...,S’,Xl,...,VXX]-,...,Xs).
j=1

c) Zeigen Sie: V : X(M) x T/ (M) — T/, (M).

Aufgabe 50 (Der Riemannsche Kriimmungstensor I). Seien (M, g) eine semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension 7 und R : X3(M) — X(M) der Riemannsche Kriimmungstensor.

a) Zeigen Sie: Beziiglich lokaler Koordinaten & = (x!,...,x") : U — &(U) hat der Tensor R
genau n?(n* —1)/12 unabhéngige Komponenten R;ji,,, wobei

Rijem = §(Ra,,om9;, 9)-
b) Sei M = $? die Einheitssphire mit der Standardmetrik
¢ =d0®dO +sin® 0dp ® do,

wobei 0 € (0,m) und ¢ € (0,2m) die tiblichen Polarkoordinaten sind. Berechnen Sie die
Komponenten des Kriimmungstensors R von $2 beziiglich der Polarkoordinaten.

) Sei$? = {x € R3|||x|| = r} c R3 die Sphére vom Radius r mit der vom Standardskalarpro-
dukt auf R? induzierten Metrik g’.
Definition: Zwei semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, g) und (M’, ') heifSen isome-
trisch wenn ein Diffeomorphismus f : M — M’ existiert, so dass g = f*¢’.
Zeigen Sie: ($%,72¢) und (2, ¢’) sind isometrisch.
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d) Zeigen Sie: Die Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors von (S2,¢") stim-
men mit denen von ($?,12g) iiberein.

Aufgabe 51 (Der Riemannsche Kriimmungstensor II). Sei T ¢ R® der Torus mit der Parametri-
sierung

x=(b+acosv)cosu
y=(0+acosv)sinu

z =asino,
wobeia,b € Rso, b >aund u,v € (0,2n).
a) Zeigen Sie: Die von der Standardmetrik auf R? induzierte Metrik auf T ist

g = (b+acosv)du ® du + a*dv ® do.

b) Berechnen Sie die Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors von (T, ).



