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In folgenden sei D,(p) die offene Kugel in R"” mit Radius » um p.
Aufgabe 1 (Satz tiber die Umkehrfunktion). Betrachten Sie die folgende Funktion
fR? > R?
(r,0) > (rcos 6, rsin 0).
a) (2 Punkte) L sei eine vertikale Gerade in R? (also parametrisiert durch (cq, 0), wobei c;
eine reelle Konstante ist). Was ist das Bild von L unter f? Und das Bild einer horizontalen

Gerade (also einer Geraden, die parametrisiert ist durch (r, c3), wobei ¢, auch eine reelle
Konstante ist)? Ist die Funktion f injektiv?

b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und -Determinante der Funktion f und finden
Sie alle Punkte, wo f eine lokale Umkehrfunktion hat. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix
und -Determinante dieser Umkehrfunktion, ohne die Umkehrfunktion zu berechnen.

Aufgabe 2 (Koordinatentransformationen, Substitutionsregel). Betrachten Sie dieselbe Funkti-
on f : R? —» R? wie in Aufgabe 1.

a) (2 Punkte) Sei jetzt
X =rcos0,
y =rsin0.

Bestimmen Sie nun explizit die Umkehrfunktionen f ~1(x, y) fiir alle Punkte (x, y) € R?> wo
sie tatsdchlich existieren und berechnen Sie direkt deren Jacobi-Matrix und -Determinante
beziiglich x und y. Vergleichen Sie die Antwort mit der von Aufgabe 1.

1

s ohne Beweis benutzen.

Hinweis: Man darf die Ableitung (arctan x)’ =

b) (1 Punkt) Betrachten Sie jetzt die Punkte

(5] e () e

und bestimmen Sie die entsprechenden lokalen Umkehrfunktionen fiir f nahe p; bzw. p.
¢) (1 Punkt) Benutzen Sie die Substitution

x=rcos0,

y=rsin0,

f e dxdy
D1(0,0)

um das Integral

zu berechnen.



Aufgabe 3. Zeigen Sie:
a) (1 Punkt) Die Funktion f : R — IR, definiert durch

e Ut fallst >0,
) "{ 0 fallst <0,

ist glatt.

b) (2 Punkte) Es gibt eine glatte Funktion / : R — IR mit den folgenden Eigenschaften:

i) h(ty=1fallst <1,
ii) 0<h(t)<lfallsl<t<?2,
iii) h(t) =0 falls t > 2.

f2-1)

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion FODTFED)

¢) (1 Punkt) Es gibt eine glatte Funktion H : R" — R mit den folgenden Eigenschaften:
i) 0 < H(x) <1 tiberall,
ii) H =1 auf D1(0),
iii) H = 0 auf R" \ D,(0).

Aufgabe 4 (Hausdorff Raume).
Definition: Ein topologischer Raum (X, 7°) heifst Hausdorff Raum wenn

Vx,ye Xmitx#y, AU,V eT sodassxel, ye VundUNV =0.

Betrachten Sie X, die reelle Gerade mit einem doppelten Punkt, also X = R U {*} mit der Topologie

T ={U c X | U cCRoffen oder (U \ {x}) U {0} C R offen}.

a) (1 Punkt) Geben Sie zwei Mengen U, U, in 7 an, so dass U; den Punkt * enthélt und U,

nicht.
b) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass 7 eine Topologie auf X definiert.
¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass (X, 7") kein Hausdorff Raum ist.

d) (1 Punkt) Gibt es eine andere Topologie auf X, so dass (X, 7") ein Hausdorff Raum ist?
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