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33. (4 Punkte) Wir betrachten den Vektorraum R* iiber R mit Standard-Basis {eq, e1, €2, e3},
wobei

, €2 1= , €3 1=
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0

O O = O
O = O O
— o O O

Wir definieren eine Verkniipfung e : R* x R* — R* wie folgt: Auf den Basisvektoren
soll gelten:

epee, =ep®ey = e, Vke{0,1,2,3},
€L ® e = —€p, Vk e {1,2,3},
€o(1) ® €o(2) = Sign(a)eg(g), Vo e Ss.

Fiir beliebige Linearkombinationen = = Z?:o rie; € R* und y = Z?:o y;e; € R
definieren wir xey := Z?,jzo(:ciyj)ei ec;. Zeigen Sie, daB (R, +, @) ein Schiefkérper,
aber kein Korper ist.

Hinweis: Fiir die Existenz von multiplikativ Inversen zeigen Sie zuerst fiir x =

3 4. _ 3 2
> i—o Tiei, daB gilt: (zoeq — r1€1 — w260 — w3€3) O T = (Ei:o azz> eo.

34. Es seien K ein Korper und V' ein Vektorraum iiber K. Bilden folgende Teilmengen
B C V eine Basis von V (mit Beweis) ?

(a) (1Punkt)K:R,V:R2,B— x G]RQQJ—O\/yzo}
o] 21\ /[

(b) (1 Punkt) K =Fs5, V=0, B=4|1|,|@], ][
)\ \jo

(c) (1 Punkt) K =Q, V =R, B={(1),(v2)}.

(d) (1 Punkt) K =Q,V=0Q3% tcQ, B; = { | -4



35. (a) (2 Punkte) Es seien K ein Korper, f,g € K[z] mit degg > 0. Zeigen Sie, daf3
es eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € KJz| gibt, so dal f = ¢g + r mit
degr < degg.

Hinweis: Setzen Sie fg := f und vergleichen Sie den Term h6chsten Grades von
fo mit dem Term hochsten Grades von g. Durch Subtraktion eines geeigneten
Vielfachen von g erhalten Sie ein Polynom f7 mit deg f; < deg fy. Wiederholen
Sie diesen Schritt fiir f;.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie g, r € Q[z] aus Teilaufgabe (a) fiur f, g € Q[z] gegeben
durch f(z) = 2% —22* — z und g(x) = 2% — 1.

(c¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie g, r € Q[z] aus Teilaufgabe (a) fur f, g € Q[z] gegeben
durch f(z) =2 —1,n € N\ {0}, und g(z) =z — 1.
36. Es sei K ein Korper.

(a)
(b)

(1 Punkt) Zeigen Sie, da8 (z"),en eine Basis von K[z] ist.

(2 Punkte) Wir definieren fiir alle a € K die Abbildung §, € Abb(K, K) durch

do(z) := 1, falls = a, und d,(z) := 0, falls x # a. Ist (d,)eck eine Basis fiir

Abb(K, K) (mit Beweis) 7

(c) (1 Punkt) Es sei nun K = F3. Wir betrachten die Abbildung F : F3[z] —
Abb(Fs, Fs3), F(p) := ev(p,—) fir p € Fslz], also F(p)(a) := p(a) fiir alle
a € [F3. Driicken Sie F'(z") fiir jedes n € N als Linearkombination der (,)acr,
aus. Bildet (F'(z"))nen eine Basis von Abb(Fs, Fg) (mit Beweis) ?

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 28(c).
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