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25. Wir definieren die Abbildung : C ! C durch z := x � iy für alle z = x + iy 2
C, x, y 2 R. Diese Abbildung wird als komplexe Konjugation bezeichnet. Weiter

definieren wir den Realteil Re z := x und den Imaginärteil Im z := y von z =

x+ iy 2 C.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß die komplexe Konjugation ein Automorphismus des

Körpers (C,+, ·) ist, also ein Körper-Isomorphismus von C nach C.
(b) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß gilt: Re z = 1

2

(z + z), Im z = 1

2i(z � z). Bestimmen

Sie B := zz als Funktion von Re z und Im z, und drücken Sie 1

z mit Hilfe von

z und B aus.

(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie für folgende komplexe Zahlen den Real- und Ima-

ginärteil:
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26. (a) (1 Punkt) Es sei ' 2 R. Zeigen Sie, daß für alle m 2 Z gilt: (cos'+ i sin')m =

cos(m') + i sin(m'). Benutzen Sie dazu vollständige Induktion.

(b) (2 Punkte) Es sei p 2 C[z] mit p(z) = zm � 1 für m 2 N. ⇣ 2 C heisst

m-te Einheitswurzel, falls ⇣ eine Nullstelle von p ist. Zeigen Sie, daß es zu

jedem m 2 N \ {0} genau m verschiedene m-te Einheitswurzeln gibt, nämlich

⇣
(k)
m := cos(2⇡ k

m) + i sin(2⇡ k
m), k = 0, . . . ,m� 1.

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß gilt:
Pm�1

k=0

⇣
(k)
m = 0 und

Qm�1

k=0

⇣
(k)
m = (�1)m+1.

Erklären Sie damit das letzte Resultat aus Aufgabe 25(c).

27. Es seien (R,+, ·) ein kommutativer Ring und R[x] die Menge aller Polynome in der

Variablen x über R.

(a) (3 Punkte) Wir definieren für alle p, q 2 R[x] gegeben durch p(x) =
PM

j=0

ajx
j

und q(x) =
PN

k=0

bkx
k folgende Verknüpfungen:

p+ q 2 R[x] ist definiert durch (p+ q)(x) :=
P

max{M,N}
i=0

(ai + bi)xi, wobei

aj := 08 j > N und bk := 08 k > M .



p · q 2 R[x] ist definiert durch (p · q)(x) :=
PM

j=0

PN
k=0

(aj · bk)xj+k.

Zeigen Sie, daß (R[x],+, ·) ein kommutativer Ring ist.

(b) (1 Punkt) Es sei R 6= {0}. Wir definieren die Abbildung 0 : R[x] ! R[x], p 7! p0

wie folgt: Für p 2 R[x] gegeben durch p(x) =
PM

j=0

ajx
j sei

p0(x) :=
PM

j=1

(j · aj)xj�1, wobei j · aj := aj + · · ·+ aj| {z }
j�mal

.

(Zur Erinnerung: Falls M = 0, ist die Summe nach Definition gleich Null.)

Zeigen Sie, daß die Abbildung 0 ein Gruppen-Homomorphismus (R[x],+) !
(R[x],+) ist, aber kein Ring-Homomorphismus (R[x],+, ·) ! (R[x],+, ·) ist.

28. Es sei (K,+, ·) ein Körper und K[x] der Polynomring in der Variablen x über K.

(a) (1 Punkt) Es seien K = F
5

und p 2 F
5

[x] mit p(x) = x(x4+4). Zeigen Sie, daß

p(a) = 0 für alle a 2 F
5

.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie zu endlichen vielen Elementen a
1

, . . . , am 2 K ein

Polynom p 2 K[x], p 6= 0, mit p(ai) = 0 für alle i = 1, . . . ,m.

(c) (1 Punkt) Es sei K ein endlicher Körper. Zeigen Sie, daß es ein Polynom p 2
K[x] mit deg(p) > 0 gibt, das keine Nullstellen in K hat.

(d) (1 Punkt) Es seien K ein endlicher Körper mit |K| = m, und p 2 K[x] mit

p(x) = xm � x. Zeigen Sie, daß p(a) = 0 für alle a 2 K.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 16(d).
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