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9. (a) (2 Punkte) Wir betrachten (N, ) mit der Abbildung % : N x N — N, (m,n) —
m*n :=m" + n'". Zeigen Sie, dal * eine kommutative Verkniipfung definiert,
die nicht assoziativ ist.

(b) (2 Punkte) Wir betrachten (R3, x) mit dem Kreuzprodukt x : R3 x R? — R3,

Y223—Y32
d.h. firy = (z%) 2= (2) ER3ist y x 2 := <y§Z?—ny§> Zeigen Sie, dafl x
Y3 %3 Y122—Y221
eine Verkniipfung definiert, die weder assoziativ noch kommutativ ist.

10. Esseim € N\{0} fest. Wir definieren eine Teilmenge R, := {(a,b) € ZXZ | Ik € Z :
b—a =m-k} von Z x Z und verwenden die Notation a = bmodm :<=> (a,b) € R,
lies: ,,a ist kongruent zu b modulo m*.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, da R,, eine Aquivalenzrelation ist.

(b) (2 Punkte) Es seien ai,as,b1,be € Z mit a; = by modm und ay = by mod m.
Zeigen Sie, daB gilt: (a; + a2) = (b1 + b2) mod m und ajas = b1be mod m.

11. (a) (2 Punkte) Es seien (X, %) und (Y, e) Mengen mit Verkniipfungen und ¢ : X —
Y eine bijektive Abbildung. Zeigen Sie, dafl ¢ genau dann ein Isomorphismus

1 ein Isomorphismus ist.

ist, wenn ¢~

(b) (2 Punkte) Essei (Y, +) eine Menge mit assoziativer, kommutativer Verkniipfung
»+* sowie neutralem Element 0 € Y. Es sei Y := Y \ {0} und wir setzen
zusétzlich voraus, dafl die Einschrdnkung der Verkniipfung auf Yy wiederum
eine assoziative und kommutative Verkniipfung definiert, die wir ebenfalls mit
+ bezeichnen. Weiter existiere eine ,,Nachfolger-Abbildung* v, das ist eine Bi-
jektion v : Y — Y, so daB fiir alle y € Y gilt: v(y) = v(0) 4+ y. Zeigen Sie, daf
es einen eindeutig bestimmten injektiven Homomorphismus ¢ : (N, +) — (Y, +)
gibt mit ¢(0) =0 und ¢(1) = v(0).

12. Es seien (X, %) und (Y, e) Mengen mit Verkniipfungen.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, da8 durch % und e eine Verkniipfung O auf X xY induziert
wird. Zeigen Sie, dafl O kommutativ (assoziativ) ist, wenn sowohl * als auch e
kommutativ (assoziativ) sind.



(b)

()

(1 Punkt) Wir setzen (X,*) = (R,-) und (Y,e) = (R, +). Zeigen Sie, dafl die
Abbildung ¥ : X x Y — R2, (r, ) = (|r| cos ¢, |r|sin ) surjektiv ist.

(2 Punkte) Es seien 1 sowie die Verkniipfung O auf X x Y wie in den Aufga-
benteilen (a) und (b). Zeigen Sie, daf} es eine eindeutig bestimmte Verkniipfung
© : R? x R? — R? gibt, fiir die gilt: V (rx, or) € X XY 19 ((r1,¢1)0(ra, ¢2)) =
¥(r1,01) © Y(re, p2). Zeigen Sie, dafl diese Verkniipfung folgende Eigenschaf-
ten besitzt: @ ist assoziativ, kommutativ und besitzt ein neutrales Element,
und ist verschieden von der Vektor-Addition ,+* auf R?, also R? x R? —
RZ ((31),(32)) — (f/if@i;) Weiter besitzt jedes Element von R? \ {(0,0)} ein
Inverses und es gilt fiir alle 2,9,z € R%: (z+y) O z=202+yO 2.

Hinweis: Sie diirfen folgende trigonometrische Identitéiten ohne Beweis verwenden:

cos”(p) + sin’(p) = 1,
cos(p1 + p2) = cos(ip1) cos(pa) — sin(1) sin(epa),
sin(p1 + ¢2) = cos(p1) sin(ps2) + cos(p2) sin(p1).
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