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41. Es seien K ein Körper, N 2 N \ {0, 1}, V ein K-Vektorraum, und W
1

, . . . ,WN ⇢ V

Untervektorräume von V , so daß Wk \ span
⇣Sk�1

j=1

Wj

⌘
= {0} für alle 2  k  N .

Wir setzen W 0
1

:= W
1

, W 0
k := W 0

k�1

� Wk für alle 2  k  N und W := W 0
N ,

d.h. W =
⇣�

(W
1

�W
2

) �W
3

�
� . . .

⌘
�WN . Dafür schreiben wir abkürzend: W =

W
1

� · · ·�WN . Zeigen Sie, daß gilt:

(a) (1 Punkt) (W
1

� · · · � Wk) � (Wk+1

� · · · � WN ) = W
1

� · · · � WN für alle

1  k  N � 1.

(b) (2 Punkte) Die Familie (wk)k2{1,...,N}, wk 2 Wk, ist genau dann linear un-

abhängig, wenn wk 6= 0 für alle k 2 {1, . . . , N}.

(c) (1 Punkt) Jedes w 2 W besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung w =PN
k=1

wk mit wk 2 Wk.

42. Berechnen Sie AB und BA für folgende Paare (A,B) von Matrizen mit Einträgen

im Körper K:

(a) (2 Punkte) K = C:

A =

0

B@
�i 1 i �i

2 i �1 �i 0

�1 0 1 i

1

CA , B =

0

BBB@

0 �i 0

�i 0 �i

1 �i 1

i 0 0

1

CCCA

(b) (1 Punkt) K = F
7

:

A =
⇣
[1] [2] [3] [4]

⌘
, B =

0

BBB@

[5]

[6]

[0]

[1]

1

CCCA



(c) (1 Punkt) K = R :

A =

0

B@
�7

2

7

2

�3

1 �1 1

2

�1

3

0 0

1

CA , B =

0

B@
0 1 1

2

1

3

1 1

2

0 1

3

1

1

CA

43. Es seien K ein Körper, m 2 N \ {0}. Für � 2 Sm definieren wir die m ⇥m Matrix

P� = (pij)1im
1jm

durch pij = 1 falls j = �(i) und pij = 0 sonst.

(a) (2 Punkte) Es seien m = 5, � = (2, 4, 5, 1, 3) 2 S
5

, v =

0

B@
v
1

...

v
5

1

CA 2 MatK(5 ⇥ 1),

und w = (w
1

. . . w
5

) 2 MatK(1⇥ 5). Bestimmen Sie P� und berechnen Sie P�v

und wP�.

(b) (2 Punkte) Für eine m⇥m-Matrix A = (aij)1im
1jm

, aij 2 K, definieren wir

detA :=
X

�2Sm

sign(�)a
1�(1)a2�(2) . . . am�(m)

.

Zeigen Sie, daß für alle ⌧ 2 Sm gilt: detP⌧ = sign(⌧).

44. Betrachten Sie die reelle Matrix

P =
1

2

0

BBB@

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1

CCCA
.

(a) (1 Punkt) Berechnen Sie P 2, (1� P )2.

(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie je eine Basis von ker(P ) und im(P ).

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß ker(P ) = im(1� P ) und im(P ) = ker(1� P ).

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß R4 = ker(P )�im(P ). Sind P , 1�P injektiv, surjektiv

(mit Beweis) ?
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