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41. Es seien K ein Korper, N € N\ {0,1}, V ein K-Vektorraum, und Wy,..., Wy C V
Untervektorrdume von V, so da Wy N span (Uf;ll Wj) = {0} fiir alle 2 < k < N.
Wir setzen W{ = Wy, W, = W] _; & Wy, fiir alle 2 < k < N und W := W},
dh W = (((Wl oWy @ Wg) D .. > @ Wy . Dafiir schreiben wir abkiirzend: W =
W1& - ® Wy. Zeigen Sie, dafl gilt:

(a) (1 Punkt) (Wi & --- @ Wg) & Wip1 @ --- B Wy) = W1 & --- d Wy fiir alle
1<kE<N-1.

(b) (2 Punkte) Die Familie (wg)peqi,.. N}y, Wi € Wk, ist genau dann linear un-
abhéngig, wenn wy, # 0 fir alle k € {1,..., N}.

(¢) (1 Punkt) Jedes w € W besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung w =
Ei\;l wy, mit wy, € W,

42. Berechnen Sie AB und BA fiir folgende Paare (A, B) von Matrizen mit Eintréigen
im Korper K:

(a) (2 Punkte) K = C:

—i 1 i =i 0 =0
A=|2i -1 - o, B=|" 0 7
-1 0 1 i Lo d
t 0 0
(b) (1 Punkt) K =F;:
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[6]
A=(m BB o), B=| g
1]



(c) (1 Punkt) K =R:

7 7 1

-3 3 3 0 1 3

A=|1 -1 |, B=|(% 114
1 1

-+ 0 0 011

43. Es seien K ein Korper, m € N\ {0}. Fiir o € S,,, definieren wir die m x m Matrix
Py = (pij)1<i<m durch p;; =1 falls j = o(i) und p;; = 0 sonst.

1<5<m
U1
(a) (2 Punkte) Es seien m =5, 0 = (2,4,5,1,3) € S5, v = | : | € Matg(5 x 1),
Ch
und w = (wy ... ws) € Matg (1 x 5). Bestimmen Sie P, und berechnen Sie P,v
und wP,.

(b) (2 Punkte) Fiir eine m x m-Matrix A = (ai;)1<i<m, aij € K, definieren wir
1Zj<m

det A := Z Sign(O’)alg(l)agg(Q) o+« O (m)-

gESH

Zeigen Sie, daf fiir alle 7 € S, gilt: det P; = sign(7).

44. Betrachten Sie die reelle Matrix

1 010
p_ 1fo 1 01
211 0 1 0
0101
(a) (1 Punkt) Berechnen Sie P2, (1 — P)2.
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie je eine Basis von ker(P) und im(P).
(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, daf§ ker(P) = im(1 — P) und im(P) = ker(1 — P).
(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB R* = ker(P)@®im(P). Sind P, 1— P injektiv, surjektiv
(mit Beweis) 7
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