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37. (4 Punkte) Es seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Vi, Vy C V' endlich-
dimensionale Unterrdume von V. Zeigen Sie, daB gilt: dim(span(V;UV3)) = dim V; +
dim V5 — dim(V; N V3).

38.

Hinweis: Beginnen Sie mit einer Basis von V13 N V5 und ergénzen Sie sie zu Basen von

V1 bzw. V5. Bestimmen Sie daraus eine Basis von V] + V5.

(a)

(2 Punkte) Die lineare Abbildung Fj : R* — R3, x + Fa(x) := Az sei durch
(A.%')z = Z?:l Aij.’lﬁj, 1= 1, 2, 3, und die reelle 3 x4-Matrix A = (Aij)1§i§3,1§j§4
mit

1 -2 3 5

A=1-2 4 -3 -7

3 —6 4 10
gegeben. Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis fiir die Un-
terrdume ker F'4 und imFy.

(2 Punkte) Es seien K ein Korper der Charakteristik 0, d € N und K{z|q =
{p € K[z] | degp < d} die Polynome vom Grad kleiner gleich d (cf. Aufgabe
31(c)). Zeigen Sie, daf die Abbildung ' : K[z] — K|[z] aus Aufgabe 27(b) linear
ist. Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis fiir den Kern und das
Bild der Einschrinkung ' : K[z]q — K|[z]4.

2
Sie, daB8 f ein Gruppen-Homomorphismus (C2, 4+) — (C2, +) ist. Ist f auch ein
C-Vektorraum-Homomorphismus C? — C? (mit Beweis) ?

(1 Punkt) Betrachten Sie die Abbildung

1 Punkt) Betrachten Sie die Abbildung f : C?> — C? : ) s (22). Zeigen
z z
1

3y
x
2z |, fallsx,y,z € Q,
g:RESR: |y| —
A
z
0 sonst.

Ist g ein R-Vektorraum-Homomorphismus R? — R? (mit Beweis) ?



(c) (2 Punkte) Es seien V, W Q-Vektorrdume. Zeigen Sie, daf jeder Gruppen-Ho-
momorphismus h : (V,4+) — (W,+) einen Q-Vektorraum-Homomorphismus
V — W definiert.

40. Es sei K ein Korper. Wir betrachten eine m x n Matrix A = (aij)1<i<m,1<j<n,
a;; € K, fiir die es ganze Zahlen 0 <7 <mund 1 < j; < --- < j. < n gibt, so daf
a;; = 0, falls ¢ > r, oder falls i < r und j < j;, und a;;, # 0 fiir alle 1 <4 < r. Die
Matrix A hat dann folgende Gestalt:

0O ... ... .. .. ... 0 Jagj * ... . Lo %
A=

0 0 ’am * *

0 .. 0

Die Eintrage ”+” sind beliebig. Zeigen Sie, dafl gilt:

(a) (2 Punkte) Die ersten r Zeilenvektoren wy = (agi,...,ax,), K = 1,...,r, von
A sind linear unabhéngig.
a1jy,

(b) (2 Punkte) Die r Spaltenvektoren vj,,...,v; mit v, = : Jk=1,...r,

s
Amjy
bilden eine Basis von im(A).
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