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37. (4 Punkte) Es seien K ein Körper, V ein K-Vektorraum und V
1

, V
2

⇢ V endlich-

dimensionale Unterräume von V . Zeigen Sie, daß gilt: dim(span(V
1

[V
2

)) = dimV
1

+

dimV
2

� dim(V
1

\ V
2

).

Hinweis: Beginnen Sie mit einer Basis von V
1

\V
2

und ergänzen Sie sie zu Basen von

V
1

bzw. V
2

. Bestimmen Sie daraus eine Basis von V
1

+ V
2

.

38. (a) (2 Punkte) Die lineare Abbildung FA : R4 ! R3, x 7! FA(x) := Ax sei durch

(Ax)i =
P

4

j=1

Aijxj , i = 1, 2, 3, und die reelle 3⇥4-Matrix A = (Aij)1i3,1j4

mit

A =

0

B@
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CA

gegeben. Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis für die Un-

terräume kerFA und imFA.

(b) (2 Punkte) Es seien K ein Körper der Charakteristik 0, d 2 N und K[x]d =

{p 2 K[x] | deg p  d} die Polynome vom Grad kleiner gleich d (cf. Aufgabe

31(c)). Zeigen Sie, daß die Abbildung 0 : K[x] ! K[x] aus Aufgabe 27(b) linear

ist. Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis für den Kern und das

Bild der Einschränkung 0 : K[x]d ! K[x]d.

39. (a) (1 Punkt) Betrachten Sie die Abbildung f : C2 ! C2 :
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Sie, daß f ein Gruppen-Homomorphismus (C2,+) ! (C2,+) ist. Ist f auch ein

C-Vektorraum-Homomorphismus C2 ! C2 (mit Beweis) ?

(b) (1 Punkt) Betrachten Sie die Abbildung

g : R3 ! R3 :
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CA , falls x, y, z 2 Q,

0 sonst.

Ist g ein R-Vektorraum-Homomorphismus R3 ! R3 (mit Beweis) ?



(c) (2 Punkte) Es seien V,W Q-Vektorräume. Zeigen Sie, daß jeder Gruppen-Ho-

momorphismus h : (V,+) ! (W,+) einen Q-Vektorraum-Homomorphismus

V ! W definiert.

40. Es sei K ein Körper. Wir betrachten eine m ⇥ n Matrix A = (aij)1im,1jn,

aij 2 K, für die es ganze Zahlen 0  r  m und 1  j
1

 · · ·  jr  n gibt, so daß

aij = 0, falls i > r, oder falls i  r und j < ji, und aiji 6= 0 für alle 1  i  r. Die

Matrix A hat dann folgende Gestalt:

A =

0

BBBBBBBBBBBBB@

0 . . . 0 a
1j1 ⇤ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⇤

0 . . . . . . . . . . . . 0 a
2j2 ⇤ . . . . . . . . . . . . ⇤

0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 a
3j3 ⇤ . . . . . . . . . ⇤

...
. . .

...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 arjr ⇤ . . . ⇤
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

1
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Die Einträge ”⇤” sind beliebig. Zeigen Sie, daß gilt:

(a) (2 Punkte) Die ersten r Zeilenvektoren wk = (ak1, . . . , akn), k = 1, . . . , r, von

A sind linear unabhängig.

(b) (2 Punkte) Die r Spaltenvektoren vj1 , . . . , vjr mit vjk =

0

B@
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1jk
...

amjk

1

CA , k = 1, . . . r,

bilden eine Basis von im(A).
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