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Bewertung: Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Falls nichts anderes angegeben ist, werden

die Punkte gleichmdf$ig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 45:

a) Es sei eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Es sei § := r?g eine andere Riemannsche
Es sei (M, g) eine Ri he Mannigfaltigkeit. Es sei g 2g ei dere Ri h
Metrik auf M mit r > 0. Zeigen Sie: Es gilt
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K, Ric=Ric, 5= —s.
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(b) Es sei S* C R"*! die Sphire mit Radius r mit der von der Euklidischen Metrik auf
R+ induzierten Metrik. Aus Aufgabe 43 (d) wissen Sie, dass die Schnittkriimmung der
Einheitssphiire iiberall 1 ist. Benutzen Sie Teil (a), um die Schnittkriimmung, die Ricci-

Kriimmung und die Skalarkriimmung der Sphére S;* zu bestimmen.

Aufgabe 46: Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.
(a) Zeigen Sie: In jeder Karte (U,£ = (x!,...,2")) gilt gij = 0 fiir alle 1 < 4,5,k < n.

(b) Es seien A € Z(M) und a € F;1(M) das zugehérige Tensorfeld vom Typ (1,1) definiert
durch
(a(X),Y)=AX,Y) VXY e 2Z(M).

Es sei a := tro. Zeigen Sie: Falls A =3, A;jdx’ @ da? der lokale Koordinatenausdruck
von A in der Karte (U, & = (z1,...,2m)) ist, dann gelten

g da g
a=3) g"A; md oo =3 g9 Ay
i,j ,J

auf U.

Aufgabe 47: Es sei (M, g) eine n-dimensionale Vakuum-Lédsung der Einsteingleichung mit kos-

mologischer Konstante A, d.h. es gilt
) s
Ric — §g+Ag:O.
Zeigen Sie:
2A

(a) Falls n > 3, ist (M, g) eine Einstein-Mannigfaltigkeit, und zwar Ric = *55g.

(b) Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung ist Einstein.



Aufgabe 48: (Die Schwarzschild-Metrik) Es sei die Metrik

2M 1

T

dr? +1r2d6? + r?sin® 0dp?, wobei dt? = dt ® dt etc.,

mit Koordinaten ¢t > 0, r > M, 6 € [0,7), und ¢ € [0,27). Zeigen Sie, dass g eine Losung der
Einsteingleichung ohne kosmologische Konstante ist, d.h. zeigen Sie, dass Ric(gpr) = 0.

Hinweis:

(a) Essei f(r) :=1— 2. Die nicht-verschwindenden Koeffizienten der Metrik g sind dann

1 .
gie = —f(r),  Grr = ") gop =17, Jop = 1% sin? 0.

Finden Sie ¢*, ¢'", ¢%?, ¢¥¥, und dann benutzen Sie die Formel der Christoffel-Symbole in
lokalen Koordinaten, um Ffj zu finden. Zeigen Sie:

/
rh =T = 3

= 00, == E D <), 1= s s,
rf, =r9 = %, Pgw = —sinfcos¥,

Iy, =Ts. = %, Fio = I‘g@ = cot 6,

und alle anderen Christoffel-Symbole verschwinden.

(b) Benutzen Sie Ric;; = >, Ry, und die Formel aus Proposition 6.9 (i), um Ric;; beziiglich der

ijm
Funktion f zu finden. Die einzigen nicht-verschwindenden Komponenten sind Ricy, Ric,.,
Ricgg, und Ricg,.

(c) Zeigen Sie, dass fiir f(r) =1— 22 auch diese Koeffizienten verschwinden.

Bitte schreiben Sie Ihren Namen und die Nummer Ihrer Ubungsgruppe auf Ihr Blatt.



