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(a) (2 Punkte) Sei (X, g) eine kompakte hermitesche Mannigfaltigkeit und
sei [a] € HP9(X). Zeigen Sie, dass der harmonische Reprisentant der
Klasse [a] die eindeutige d-geschlossene Form mit minimaler Norm ||c||
ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass holomorphe Formen, d.h. Elemente aus
H°(X,QP) auf einer kompakten Kéhlermannigfaltigkeit X harmonisch
beziiglich einer beliebigen Kahlermetrik sind.

(4 Punkte) Es sei X eine kompakte Kéahlermannigfaltigkeit und seien w und
W' zwei kohomologe Kahlerformen, d.h. [w] = [w] € H*(X,R). Zeigen Sie,
dass es eine reelle Funktion f gibt, so dass gilt: «' = w + i00f.

(4 Punkte) Es sei X eine kompakte Kiahlermannigfaltigkeit und o € A*(X)
eine d°-exakte und d-geschlossene Form. Zeigen Sie, dass es eine Form [ €

AF"2(X) gibt, so dass gilt: a = dd°g.

Es sei (X,w) eine Kéhlermannigfaltigkeit der Dimension n und sei W eine
holomorphe Funktion W : X — C.

(a) (1 Punkte) Zeigen Sie, dass W konstant sein muss, falls X kompakt ist.

(b) (2 Punkte) Nehmen Sie nun an, dass X nicht kompakt und W nicht
konstant seien. Betrachten Sie folgende ungerade Operatoren auf 2°(X)
aufgefasst als Supervektorraum: @ = —i(9 + $0WA) : Q*(X) — Q*(X)

und @y = —i(d — LOWA) : Q*(X) — Q°(X). Um die adjungierten
Operatoren ()7 und 5 definieren zu konnen, zeigen Sie dass gilt: 1Q); =

e 3" de:" — 9 und 1Qe = exWde W — 9. Zeigen Sie dann, dass gilt:

[Ql;Qﬂ - [QQ:Q;] = H7 Q% = OJ Qg = 07 [Q17Q2] - 07

wobei [ , ] die Super—Lieklammer ist. Bestimmen Sie H. Fiir welche
Punkte von X sind die Eigenwerte von H minimal ?



(¢) (1 Punkt) Wéhlen Sie lokale Koordinaten auf X und betrachten Sie
die beiden Operatoren Fy, = > 7', <dz’TC Nig, — dz* /\iak> und Fy =
Sy (dz’:’ Nig, +dz" A Z@) auf Q°(X). Hier bezeichnet ix : QP(X) —
QP~1(X) die innere Ableitung, welche fiir « € QP(X) und X, X1,..., X, 1 €
X(X) durchix(a)(Xy, ..., Xp-1) = (X, X1,..., X,-1) definiert ist. Bes-
timmen Sie die Kommutatorrelationen mit H, @)1, Q2, @7, ()5 und unter-

einander.
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