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Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum, I = {1,...,n} eine endliche Indexmenge und
(vi)ier eine linear unabhiingige Familie in V. Seien «; € K, i € I, beliebig und

n
w = E ;U .
=1

Zeigen Sie:

Die Familie (z;);e; von Vektoren z; € V, die definiert ist durch a; := v; —w, ¢ € I, ist genau dann
linear abhéingig, wenn gilt:
n
Z oy = 1.
i=1

= ” Seien also z; eine linear abhéngige Familie von Vektoren in V. Dann gibt es A\; € K so
dass fiir ein j € {1,...,n} gilt A; # 0 und

b

Also ist

n

0 = i)‘i (vi —iakvk> = i/\ivi —i)\iZakvk
i=1 k=1 i=1 i=1 Kk

=1

= i)\ivi—iak <i/\z> Ve = i)\lvl —iai <i)\k> (3 (1)
i=1 k=1 i=1 i=1 i=1 k=1

Da die Familie der (v;);c; linear unabhéngig ist, folgt

Ai — oy <i/\k> =0
k=1

fiir alle ¢ € I, damit aber auch

i/\i—ai <i)\k> :O,
k=1

=1

O

Also gilt > | A\; =0oder 1 =357, a. Aber wenn >, \; = 0, dann gilt mit (1)

O = i )\1"01'
i=1

und daher gilt



und, da v; linear unabhéngig sind, A; = 0 fiir alle ¢« € I, im Widerspruch zur Vorraussetzung
Aj # 0. Also gilt 37" | A; # 0 und daher muB 1 = "}'_, a; gelten.

» = ” Es gilt

n n n n n n
Z a;r; = Z ;U — Z (673 Z ALV = Z ;U — Z ALOG;U;
=1 =1 =1 k=1 i=1 i,k=1
n n n n n
= Z ;U — Z (Z Oék> a;V; = Zaivi — ZOzﬂ)i
=1 i=1 \k=1 i=1 i=1
——

=1
= 0,

und da > ; «; = 1 gilt, kann nicht o; = 0 fiir alle ¢ € I sein. Damit sind die (2;);cr linear
abhéngig.



