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Lineare Algebra I, Losungshinweise zur 1. Aufgabe und zum ersten Teil
der 2. Aufgabe

Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien K und L Kérper und ¢ : K — L ein Ringhomomorphismus.
Zeigen Sie, dass ¢ injektiv ist, falls ¢ nicht der Nullhomomorphismus ist.
Angenommen, es gilt ¢(1) = 0. Dann ist fiir alle z € K:

Ringhomom

p(x) = p(x-1) o(r) - (1) =0,

also ist ¢ der Nullhomomorphismus.

Ist also ¢ nicht der Nullhomomorphismus, dann ist ¢(1) # 0. Dann gibt es das Inverse (¢(1))~* € L
und

(1) = (1 -1) T (1) (1)

impliziert

Damit ist ¢ ein unitdrer Ringhomomorphismus zwischen Koérpern und also, siehe Vorlesung, in-
jektiv.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei (K,+,-) ein Korper und K[z der Polynomring iiber K. Durch
(91,h1) ~ (g2,h2) <= g1-ha=g2-ha.

wird eine Aquivalenzrelation auf K[x] x (K|[z]\ {0}) definiert (dies muf nicht bewiesen werden).
Sei K(z) ={[(g,h)] | (g,h) € K[z] x (K[z]\ {0})} die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ~,

wir schreiben die Aquivalenzklasse von (g, h) auch kurz als [(g, h)] = £.

1. Zeigen Sie, dass die folgenden Verkniipfungen + und -

ﬂ+9_2:91'h2+92'h1 g1 92 _ 9192
hi  hs hy - ho ’ hi he  hi-hs

auf K (z) wohldefiniert sind.

Sei (guhz) ~ (gu hz), 7= 1, 2, dh
gi'hi:f]i'hia i:1,2. (1)
+ ist wohldefiniert: Zu zeigen ist, dass

g1-ha+g2-h :§1-ﬁ2+§2-/~11
hl'hQ ill'il,g

)

also ~ o
(g1-ha+g2-hi,h1-ha) ~ (g1 -ha+ g2 hi,hi - he).



Dies ist nach Definition der Aquivalenzrelation genau dann der Fall, wenn
(91-ha+g2-h1) - (ha-ha) = (G- ha+ G2 - ha) - (ha - ha).
(K|x], +, -) ist ein kommutativer Ring mit 1 (vgl. Vorlesung), also gelten in K[z] die Axiome
M1, M4, D1, D2:
s M1,M4,D2 ~ ~ - -
(g1-h2+g2-h1)-(h1-ha) = (g91-h1) - (hg-ha) + (g2 - h2) - (h1-h1)
1 N - ~ -
& (G1-h1) - (ha - h2) + (G2 - ha) - (h1 - 1)
M1,M4,D2 ,_ 5  _ =
= (G1-ha+Gg2-h1) - (hi-ha).

- ist wohldefiniert: Zu zeigen: o
gr-g2  gi1-g2

hl'hQ_ﬁl'ﬁg

d.h. zu zeigen: o
(91-92) - (h1-h2) = (g1 G2) - (h1 - h2).

Aber es gilt

(g1-92) - (h1-ha) M (g1 h) (92 ho) (@1 ha) - (G2 Do



