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Lineare Algebra I, Blatt 7

(Ringhomomorphismen, Polynomringe)

Abgabe: bis Freitag, den 8.12., 12:00 Uhr.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien K und L Kérper und ¢ : K — L ein Ringhomomorphismus.
Zeigen Sie, dass ¢ injektiv ist, falls ¢ nicht der Nullhomomorphismus ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei (K,+,-) ein Korper und K[z der Polynomring iiber K. Durch
(91,h1) ~ (92, h2) <= g1-ha=g2-h1.
wird eine Aquivalenzrelation auf K[x] x (K|[z]\ {0}) definiert (dies muf nicht bewiesen werden).

Sei K(z) ={[(g,h)] | (g,h) € K[z] x (K[z]\ {0})} die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ~,

wir schreiben die Aquivalenzklasse von (g, h) auch kurz als [(g,h)] = £.

1. Zeigen Sie, dass die folgenden Verkniipfungen + und -

9, 92 _g1hatgrn 9 92 _ 919

hi = hy hi - ho ’ hi hey  hyi-ho
auf K (z) wohldefiniert sind.

2. Zeigen Sie, dass (K (z), +, -) ein Kérper ist. (K (z) heifit der Kérper der rationalen Funktionen
tiiber K)

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei (vgl. Blatt 5, 1. Aufgabe)

1 X2 I3
DgZ{ 0 vy ys3 |ZE¢€R,Z':1,2,3, y; ER,j =2,3, ZgER}CM.
0 0 z3

Definiere auf D3 eine Addition 4+ durch komponentenweise Addition sowie eine Multiplikation -
durch

Iljl ZC1£EQ +I2g2 ZC1573 +I2g3 +I323

B r1 T I3 J~71 572 I3
D-D=1{0 uy ys3 0 92 wys|=| 0 Y292 Y2Ys + Y323
0 0 =3 0 0 =z3 0 0 Z3Z3

1. Zeigen Sie: (D3, +, ) ist ein Ring.
2. Ist D3 ein kommutativer Ring?

3. Ist D3 ein Ring mit Eins?

bitte wenden!



Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei D3 der Ring aus Aufgabe 3. Ferner sei R? versehen mit der kompo-
nentenweise Addition und Multiplikation. Dann ist R?® ein Ring (siehe Ubungsgruppe). Definiere

1 T2 I3 T
a:D3—R> D=0 w2 ys3|—aD) =]y
0 0 z3 z3

1. Zeigen Sie, dass a ein Ringhomomorphismus ist.
2. Ist v injektiv?

3. Ist a surjektiv?
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Die Bearbeitung der Zusatzaufgaben ist freiwillig. Die Punkte, die man auf Zusatzaufgaben
erreicht, werden gutgeschrieben und kénnen fehlende Punkte in der Gesamtwertung ersetzen.

Zusatzaufgabe 1 (4 Punkte). Sei K ein Kérper mit Charakteristik & = char(K) # 0. Zeigen
Sie: k ist eine Primzahl.



