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Lineare Algebra I, Losungshinweise zur 1. und 4. Aufgabe

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (R,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0. Sei - eine
weitere Verkniipfung auf R, so dass:

e das Assoziativgesetz fiir die Verkniipfung - gilt.

1€ R — {0} existiert mit 1 -z =z -1 =z fir alle z € R.

o r-y=y-firallezyeR.

e x -y =0 fiir z,y € R impliziert, dass z = 0 oder y = 0 (“Nullteilerfreiheit”).
e z-(y+2)=(x-y)+ (z-2) fiir alle z,y,z € R.

Sei auerdem |R| = n < oo.

Zeigen Sie: R ist ein Korper.

(Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir jedes z € R — {0} gilt: Falls y1, yo € Rund z-y13 = 2 - Y2
gilt, dann folgt y1 = y2.)

Nach Voraussetzung sind A1-A4, sowie M1, M2, M4 und D1 erfiillt. D1 und M4 geben D2:

(:C—l—y)zAﬁz(x—i—y)glzx—i—zy]\gxz—i—yz.

Es bleibt also die Existenz des Inversen zu zeigen.
Sei also z € R\ {0} und ¢, : R — R,y — x -y. Dann ist ¢, eine injektive Abbildung, da

D1
0z (Y1) = @ (y2) — Ty =aYy2 = Y1 — Y2 =0 = 2(y1 —y2) =0
. . R
nullteilerfrei r — 0 oder Y1 — Yo = 0 xe:\i()} Y1 — Yo = 0 — Y1 = Y2.

Eine injektive Abbildung einer endlichen Menge auf sich selbst ist auch surjektiv. Da |R| =n < oo
und ¢, : R — R injektiv, ist also ¢, surjektiv. Das heif$t, fiir alle z € R existiert ein y € R mit
vz (y) = z. Dies gilt insbesondere fiir z =1 € R, also existiert y € R mit

1=.(y) =2y.

Damit ist y € R\ {0} das Inverse von x € R\ {0} (y #0,dasonst y-x=0-2=0#1).
Also gilt auch M3, und (R, +, -) ist ein Kérper.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Es sei K ein Korper, G die von 1 erzeugte Untergruppe der additiven
Gruppe (K,+) und Q = {ab~! | a,b € G,b # 0}.
Zeigen Sie:

e () ist ein Unterkorper von K.

e () ist der kleinste Unterkorper von K,

Vorbemerkungen:

e Falls K = Z/pZ, p prim, dann ist Z # G C K.



e Und: K ist noch nicht einmal isomorph zu Z oder einer Teilmenge von Z.

e Aber: fiir jeden Korper K ist G isomorph zu Z oder Z/mZ (siche Blatt 3, Aufg. 4).

Zunichst einmal zeigen wir fiir x,y € G, dass

r-yeGqG. (1)

Ohne Einschrinkung kénnen wir  # 0 annehmen, da sonst -y =0 € G.
DazeGgilt e =14+1+...+1oder x = (-1)+(-1)+... 4+ (—1) mit m € N. Wir schreiben
—_—

m—mal m—mal
kurz:
x=m-1=m oderz=(—m)-1=—-m.
(Vorsicht! Das heifit nicht « € Z, sondern ist nur eine abkiirzende Schreibweise!!! - siche Vorbe-

merkungen.)
Da G eine Gruppe ist, gilt fiir alle g, h € G, dass g+ h € G und (—g) + (—=h) € G, also auch

A+1+...+)yZ1y+.. +1-y=y+...+yeGq

T _ m—mal m—mal m—mal
Tl ) D))y 2 (<) gt (<) oy = (—p) o+ (—3) €G
m—mal m—mal m—mal

Nun zeigen wir, dass Q Unterkodrper von K ist.

e (Q,+) ist abelsche Gruppe. Dafiir reicht es zu zeigen, dass @) eine Untergruppe
von (K, +) ist:
1.Q#0,daleGundl=1-1=1-1"1 € Q.
2. @ ist abgeschlossen beziiglich der Addition:
Seien z,y € Q, d.h. es existieren a,a € G, b,b € G* mit z = ab~!,y = ab!. Dann gilt:
MHERD2 (ab 4 ab) (bh) ! € @,
da ab,ab,bb € G mit (1), und bb # 0 (Nullteilerfreiheit in Korpern).
3. Ist x € @ so ist auch —z € Q:

Seiz = ab™! € Q mit a,b € G,b # 0. Dann ist das Inverse von x beziiglich der Addition
gegeben durch(—z) = (—a)b™!, da

c+y=ab "t 4+abt = (ab” M) (bbY) + (ab ) (bb~Y)

(—x)+a=(—a)p " +ab ' Z (—at+ap =00 =0.
Da G eine Gruppe ist, ist —a € G und daher (—z) € Q.

e (Q\{0},) ist abelsche Gruppe. Dafiir reicht es zu zeigen, dass () eine Untergruppe
von (K \ {0},) ist:

1. Q\ {0} #0,da1l €@ (s.0.).
2. @\ {0} ist abgeschlossen beziiglich der Multiplikation:
Seien z,y € Q \ {0},2 = ab~',y = @b~'. Wieder mit (1) erhalten wir:

2oy =(ab™) - (@) " (@a) b)) € Q.



3. Fir z € Q\ {0} ist auch 27! € Q:
Sei z € Q\ {0}, d.h., x = ab~! mit a,b € G,a,b # 0. Dann ist

ezl =(ab )t =bat €Q.

e Distributivgesetze gelten wegen der Distributivgesetze in K. (Nachrechnen!)

Z.z: @ ist kleinster Unterkérper von K.
Sei K ein Unterkérper von K. Zu zeigen: Q C K.

Da K Unterkorper von K ist, gilt 1 € K. Da (f(, +) abelsche Gruppe ist, gilt:
reK = (—z)e Kundr,yec K = z+yc kK.
Also ist auch —1 € K und m -1 € K fiir m € Z. Insbesondere ist auch 0 € K. Also insgesamt:
GCK.
Da (K \ {0}, ) eine abelsche Gruppe ist, gilt:

teK = s 'eKundz,ye K = z-ye K.

Somit gilt fiir b € K \ {0} auch b~ € K\{0}und a,b € K\ {0} = a-b~' € K\ {0}. Da fiir
a=0aucha-b"!=0¢€ K, gilt damit:

a,beGC K b#0, = ab ' € K.

Da z € Q sich schreiben 1i8t als 2 = ab™! mit a,b € G, b # 0, folgt also z € K. Damit ist Q C K.



