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Lineare Algebra I, Lösungshinweise zur 1. und 2. Aufgabe

Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie: Die Gruppe der Rotationssymmetrien des Tetraeders ist
isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S4. (Hinweis: betrachten Sie die Ecken
des Tetraeders unter einer Rotationssymmetrie).

Sei G = {g | g ist Rotationssymmetrie des Tetraeders} und P1, . . . , P4 die Ecken des Tetraeders.
Für g ∈ G definiere eine Permutation ϕ(g) = σ ∈ S4 durch

g(Pi) = Pσ(i), i = 1, . . . , 4 .

Die Abbildung ϕ : G → S4 ist ein Gruppenhomomorphismus, da

Pϕ(g◦g̃)(i) = g ◦ g̃(Pi) = g(g̃(Pi)) = g(Pϕ(g̃)(i)) = Pϕ(g)(ϕ(g̃)(i)), i = 1, . . . , 4,

und daher
ϕ(g ◦ g̃) = ϕ(g) ◦ ϕ(g̃) .

Für g, g̃ ∈ G impliziert ϕ(g) = ϕ(g̃), dass

g(Pi) = g̃(Pi), i = 1, . . . , 4 .

Da zwei Rotationssymmetrien gleich sind, wenn sie die Ecken auf gleiche Weise abbilden, folgt
g = g̃. Daher ist ϕ injektiv.
Sei H = ϕ(G) ⊂ S4, dann gilt:

h = ϕ(g), h̃ = ϕ(g̃) ∈ H =⇒ h ◦ h̃ = ϕ(g) ◦ ϕ(g̃) = ϕ(g ◦ g̃) ∈ ϕ(G) = H ,

und
h = ϕ(g) ∈ H =⇒ h−1 = ϕ(g−1) ∈ ϕ(G) = H,

denn
ϕ(g) ◦ ϕ(g−1) = ϕ(g ◦ g−1) = ϕ(id) = id .

Damit ist ϕ : G → H ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, und G isomorph zu einer Unter-
gruppe H ⊂ S4.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei σ ∈ Sn ein Zykel der Länge k. Zeigen Sie: Die Untergruppe H ⊂ Sn,
die von σ erzeugt wird, ist isomorph zur zyklischen Gruppe Z/kZ der Ordnung k.

Mit Hausaufgabe 4, Blatt 3, reicht es zu zeigen, dass die von σ erzeugte Untergruppe
H ⊂ Sn die Ordnung k hat. Wir schreiben

σ = (i1 . . . ik)

mit ij ∈ {1, . . . , n}, j = 1, . . . , k. Dann ist

σm(j) = j, j 6∈ {i1, . . . , ik}, m ∈ Z.

Ausserdem ist
σm(ij) = i(j+m) mod k, j = 1, . . . , k .

Damit ist σk = id und σm 6= id für m < k und also

|H | = k .


