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Lineare Algebra I, Losung zur 3. und 4. Aufgabe

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei (G, o) eine Gruppe und A C G. Sei

A={ajo...0a,|neNunda; € Aoder a; ' € A fiir allei =1,...,n}.

Erst einmal ein Beispiel...

G = (Z,+), A = {3,5} C Z, A ist natiirlich selbst keine Gruppe (kein neutrales Element der
Addition). Was ist nun also A?
3eA 54 = 3,5¢€A.
—(-3)=3€A4 — -3cA.
54, —(-3)eAd = 2=5+(-3)eA,8=5+3¢ A
3€A,—(-3)eAd = 3+(-3)ed

Also tiberzeugt man sich: A

Z.

Zeigen Sie:

e A ist eine Gruppe. Es reicht zu zeigen, dass A eine Untergruppe von G ist, d.h., dass A
abgeschlossen ist beziiglich der Verkniipfung o.

— Seien a,b € A. Dann existieren n,m € N und a;,b; mit a; € A oder a;l € A fur
i=1,...,nundbjerderbjfleAfﬁrjzl,...,m, und

Also ist R R
aob=ajo...oca,0bjo0...0b, € A,

da aob die Verkniipfung von n + m Elementen ist, die entweder selbst in A sind oder
deren Inverse in A sind.
— Seid:alo...oanefl. Dann ist

-1 _ -1 —1 - 4
@ " =a, o...0a; €A,

da a~! die Verkniipfung von n Elementen ist, die entweder selbst in A sind oder deren
Inverse in A sind.
— Damit ist A abgeschlossen beziiglich der Verkniipfung o und somit eine Untergruppe
von G. Damit ist A eine Gruppe.
e Ist H C G eine Untergruppe von G mit A C H dann gilt auch AcH.
Z.z: Fiir alle a4 € A gilt a € H.



Seialsoa = ajo...0a, € A. Daa; € A C H oder ai_l € A C H, ist also a; € H oder

afl € H. Da H eine Gruppe ist, ist mit a;, € H auch a{l € H (bzw. mit a{l € H ist auch
a; = (a; ')~ € H). Damit ist
a= a; o...0 a, € H.
~—~

~—~
€H €EH

Das heifit, A ist die kleinste Untergruppe von G, die A enthélt. Man nennt A die von A erzeugte
Untergruppe.

Wie sieht A aus, wenn A einelementig ist?
Sei A= {g} mit g € G. Da A alle Kompositionen von endlich vielen Elementen in A enthélt, sind
genau die Potenzen von g die Elemente von A:

A={g"|neZ}.

(Spezialfille: Wenn g = e, dann ist A = {e}. Wenn g" # e fiir ale n € Z, dann ist |A| = oo, sonst
erhélt man eine endliche Gruppe. Aufgabe 4 zeigt: A ist isomorph zu einer zyklischen Gruppe).

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei G eine Gruppe und A = {g} mit g € G. Zeigen Sie: wird G von A
erzeugt, d.h. G = A, dann ist G isomorph zu Z oder Z/qZ mit q € N,q > 1.

Zunichst erhédlt man mit Aufgabe 3: G = {¢" | n € Z}.
Fallunterscheidung:

1. Fall: |G| =
Definiere ¢ : Z — G,m — ¢ € . Dann ist ¢ Gruppenhomomorphismus, da

m

e(m+n)=g""" =g" g" = p(m)-p(n).

Beh: ¢ ist injektiv:

n m—n

m n Ub, m—
pim)=pn) = ¢g"=9" = e=g"-g "=y

Wire k = m —n # 0, dann entilt die Gruppe G wegen g't* = ¢! - g* = ¢! fiir alle [ € Z hochstens
k Elemente. Widerspruch! Also ist £ = 0, d.h. m = n, und damit ist ¢ injektiv.

Beh: ¢ ist surjektiv: Sei h € G, d.h. es existiert m € Z mit h = ¢g". Fiir dieses gilt dann
p(m) =g™ =h,

also ist ¢ surjektiv.
Da ¢ somit ein bijektiver Gruppenhomomorphismus ist, sind G und Z isomorph.

2. Fall: |G| = ¢ < >
Dann ist ¢ die kleinste natiirliche Zahl mit ¢ > 1 und g% = ¢ und es gilt h? = ¢ fiir alle h € G
(vergl. Ubungsgruppen).

Definiere ¢ : Z/qZ — G,[m] — ¢g™. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da fiir [m] = [m] gilt, daB
m = m + gk mit k € Z und daher

p(fm]) = g™ = g™ F " = g™ (g = g™ ek =g
 ist Gruppenhomomorphismus, da

w([m] i [n]) Def von; in Z/qZ



Beh: ¢ ist injektiv: Seien u,v € Z/qZ mit ¢p(u) = ¢(v). Wihle Reprisentanten m € u und
n € vsodass 0 <n <m<q—1 (geht: sieche V1.). Dann gilt ¢™ = ¢", und damit (s.0.) g™ "™ =e.
Da ¢ die kleinste natiirliche Zahl > 1 ist, fiir die g9 = e ist also m —n = 0. Damit ist ¢ injektiv.

Beh: ¢ ist surjektiv: Sei h € G, d.h., es existiert m € Z mit h = g™. Dann gilt fiir [m| € Z/qZ:

also ist ¢ surjektiv.
Da ¢ somit ein bijektiver Gruppenhomomorphismus ist, sind G und Z/qZ isomorph.



