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Zusatzaufgabe 1 (4 Punkte). Sei F' : V — W eine K-lineare Abbildung zwischen den K-
Vektorrdumen V und W. Weiter sei dim V' < oo und F' injektiv. Zeigen Sie:
F' ist genau dann bijektiv, wenn dim V' = dim W.

Sei B = (v;)ier eine Basis von V. Dann ist nach Voraussetzung dim V' = |I| < co. Auflerdem ist
(F(v;))ier linear unabhiingig, da F' injektiv ist.

Wenn F nun bijektiv ist, dann ist F' insbesondere auch surjektiv und Span F'(B) = W. Damit ist
(F(v;))ier eine Basis von W und dim W = |I| = dim V.

Ist umgekehrt dimV = dim W, dann ist (F(v;))ic; C W eine Famillie von |I| = dim W linear
unabhéngigen Vektoren in W. Daher ist (F'(v;))iecr eine Basis von W und Span((F(v;))ier) = W.
Da (v;) eine Basis von V ist, ist damit F' surjektiv.

Gilt diese Aussage auch, wenn dimV = co? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

Nein, die Aussage gilt nicht nicht, wenn dim V' = oo ist: Sei V' = R[z| sowie F' : V' — V definiert
durch
F(ag+ ...+ anz™) = aox + ...+ apz" .

Dann ist F linear, denn fiir p = ag + ... + apx™, g =bg + ... + bpx™ und A\, u € R gilt

Flup+Xg) = F((Aao+ pbo) + ...+ (Aay + pby)z™)

= (Mag + pbo)x + ... + (Aay, + pby)z"
Maox + ... + ana™) + p(boz + ... 4 by
AF(p) + 1k (q) -

AuBlerdem ist F' injektiv: Gilt F(p) = F(q) so gilt
aoT + ...+ ape™ T =boz 4+ ...+ b2 = (ag —bo)x + ... + (an — by)2z" T =

Koeffizientenvergleich ergibt (ag — bg) =0, ..., (a, — by) = 0 und also p = q.
F ist aber nicht surjektiv: Fiir alle p =ag + ... + apa™ € V gilt

F(p) =apz+ ... +a,z™ #1

wobei 1 € V ein konstantes Polynom ist. Also ist (V) #£ V.



Zusatzaufgabe 2 (4 Punkte). Sei K ein Korper und sei (R, +,0) ein Ring. Ferner sei (R, +, )
auch ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (v1,...,v,) und sei ¢ : R — R eine
K-lineare Abbildung. Zeigen Sie:

1. Gilt
(b(vivj) = ¢(vz)¢(vj) V’L,j = 17 w1

so ist ¢ ein Ringhomomorphismus.

Da ¢ nach Voraussetzung K-linear ist, gilt
d(v+w) = o(v) + p(w) Yv,w e R.

Bleibt zu zeigen, dass
o(v-w) = o(v) - p(w) Yv,w € R.
Da (v;) eine Basis ist, gibt es \;, u; € K mit

Damit
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2. Sei H = {a1 + a2t + asj + ask|a; € R, i = 1,2,3,4} die Menge der Quaternionen und sei
¢ : H — H die lineare Abbildung, die durch
o(1) =1, ¢(i) = 4, ¢(j) =k, ¢(k) =1,
definiert ist. Zeigen Sie, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist.
Da H ein Ring ist und H ein R—Vektorraum der Dimension dimg H = 4 ist, kénnen wir den

ersten Teil der Aufgabe anwenden. Da (1,4, j, k) eine Basis von H als R—Vektorraum und ¢
R-linear ist,iiberpriifen wir die Voraussetzung von (1)

o(i-7) = o(k) =i=j-k=0¢@)- o))
o -k) = (i) =j=Fk-i=¢()- k)
o(k-i) = o) =k=1i-j=0¢(k) (i)

AuSerdem gilt ¢(i)* = ¢(j)> = ¢(k)> = —1 sowie ¢(i%) = ¢(j?) = ¢(k*) = ¢(~1) “=" —1.
Weiter ist ¢(1-z)p(x) = ¢(1)-@(x) fiir alle x € H. Da ¢ K-linear ist, folgen die verbleibenden
Gleichungen aus ¢(—z) = —¢(x) sowie j-i=—i-j,k-j=—j -kji-k=—k-i.

Also ist ¢ ein Ringhomomorphismus.



Zusatzaufgabe 3 (4 Punkte). Sei V = {p € R[z]|deg(p) < 3} und F : V — V die Abbildung,
die durch

Fip(e)) = L () - pla)

definiert ist. Sei A die Standardbasis und sei B = (1, 1—2, 1—z+22, 1—z+22—2?) = (q0, 1, ¢2, 3)-

1. Finden Sie die Matrix Mg'(F).
Die Gleichungen

F(l) = —1 = apoqo
Flz) = 1—z=anq
F(z?) = 2z —2% = apqo + a12¢1 + az2qe
F(z®) = 32% —2° = apsqo + a13¢1 + az23q2 + assqs
ergeben das Gleichungssystem
apo = —1
a1 =
ap2 + a2 +aze =
—a12 —azxp = 2
a2 = —1
apz +aiz+azz+azgz = 0
—a13 —azz—azz = 0
azz+azz = 3
—azgz = —1
dessen Losung man ausrechnet als:
ago = —1,a11 =1,a02 = 2,012 = 1,a22 = —1,a03 = 0,013 = —3, 023 = 2,a33 = 1,
womit
-1 0 2 0
a0 1 -1 -3
Mg (F) = 0 0 -1 2
0 0 0 1

2. Benutzen Sie Mg (F), um F(1 + z + 2% + 2®) zu berechnen.

Die Koordinaten von 1 + z + 22 4+ 2% beziiglich der Basis A sind

1
1
1
1
so dass
-1 0 2 0 1 1
0o 1 -1 -3 11 | -3
0O 0 -1 2 11 | 1
0 0 O 1 1 1
Damit ist

Fl+z+a224+28)=1+(-3)1-2)+Q—az+2)+ (1 -z +2?—2%) =2+ 222 —2>.

ies stimmt natiirlich mit +z+z+x’)=1+22+3x° —1—x —x° — x° liberein!).
Di i lich mit F'(1 2 3 1+2 32 -1 2 3 {iberein!



Zusatzaufgabe 4 (4 Punkte). Seien U, W C V Untervektorrdume des K-Vektorraumes V.

Weiter sei (v1,...,v,) eine Basis von U N W, sowie (v1,...,VUn,u1,...,u;) eine Basis von U und
(U1,...,Vn,w1,...,w;) eine Basis von W. Zeigen Sie:
(U1, ey Uny ULy e ey Uk, W1y e e, W)

ist eine Basis von U + W.

Sei v € U+ W, dann existieren u € U,w € W mit v = u+w. Da (v1,...,vpn,u1,...,u;) eine Basis
von U ist, existieren \;, p; € K mit

n k
i=1 i=1
Genauso ist (v1,...,0,, w1, ..., w;) eine Basis von W und es existieren \;, v; mit
n l
w = E Aiv; + v;w; .
i=1 i=1

Also ist

n k l
v:u—|—w:Z()\i—kxi)vi—kZuiui—FZuiwi6Span(vl,...,vn,ul,...,uk,wl,...,wl).

i=1 i=1 i=1
Aus der Vorlesung wissen wir, dass
dim(U + W) =dimU +dimW —dim(UNW) = (n+k)+ (n+l)—n=k+1+n.

Da wir k + [ + n Vektoren gefunden haben, die U + W aufspannen, miissen diese also linear
unabhéngig sein.



