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Zusatzaufgabe 1 (4 Punkte). Sei F : V → W eine K-lineare Abbildung zwischen den K-
Vektorräumen V und W . Weiter sei dimV < ∞ und F injektiv. Zeigen Sie:
F ist genau dann bijektiv, wenn dim V = dimW .

Sei B = (vi)i∈I eine Basis von V . Dann ist nach Voraussetzung dim V = |I| < ∞. Außerdem ist
(F (vi))i∈I linear unabhängig, da F injektiv ist.

Wenn F nun bijektiv ist, dann ist F insbesondere auch surjektiv und SpanF (B) = W . Damit ist
(F (vi))i∈I eine Basis von W und dimW = |I| = dim V .

Ist umgekehrt dimV = dimW , dann ist (F (vi))i∈I ⊂ W eine Famillie von |I| = dim W linear
unabhängigen Vektoren in W . Daher ist (F (vi))i∈I eine Basis von W und Span((F (vi))i∈I) = W .
Da (vi) eine Basis von V ist, ist damit F surjektiv.

Gilt diese Aussage auch, wenn dimV = ∞? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

Nein, die Aussage gilt nicht nicht, wenn dimV = ∞ ist: Sei V = R[x] sowie F : V → V definiert
durch

F (a0 + . . . + anxn) = a0x + . . . + anxn+1 .

Dann ist F linear, denn für p = a0 + . . . + anxn, q = b0 + . . . + bnxn und λ, µ ∈ R gilt

F (µp + λq) = F ((λa0 + µb0) + . . . + (λan + µbn)xn)

= (λa0 + µb0)x + . . . + (λan + µbn)xn+1

= λ(a0x + . . . + anxn+1) + µ(b0x + . . . + bnxn+1)

= λF (p) + µF (q) .

Außerdem ist F injektiv: Gilt F (p) = F (q) so gilt

a0x + . . . + anxn+1 = b0x + . . . + bnxn+1 =⇒ (a0 − b0)x + . . . + (an − bn)xn+1 = 0 .

Koeffizientenvergleich ergibt (a0 − b0) = 0, . . . , (an − bn) = 0 und also p = q.
F ist aber nicht surjektiv: Für alle p = a0 + . . . + anxn ∈ V gilt

F (p) = a0x + . . . + anxn+1 6= 1

wobei 1 ∈ V ein konstantes Polynom ist. Also ist F (V ) 6= V .



Zusatzaufgabe 2 (4 Punkte). Sei K ein Körper und sei (R, +, ◦) ein Ring. Ferner sei (R, +, ·)
auch ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (v1, ..., vn) und sei φ : R → R eine
K-lineare Abbildung. Zeigen Sie:

1. Gilt
φ(vivj) = φ(vi)φ(vj) ∀i, j = 1, ..., n,

so ist φ ein Ringhomomorphismus.

Da φ nach Voraussetzung K-linear ist, gilt

φ(v + w) = φ(v) + φ(w) ∀v, w ∈ R .

Bleibt zu zeigen, dass
φ(v · w) = φ(v) · φ(w) ∀v, w ∈ R .

Da (vi) eine Basis ist, gibt es λi, µi ∈ K mit

v =

n
∑

i=1

λivi, w =

n
∑

j=1

µjvj .

Damit

φ(v · w) = φ





(

n
∑

i=1

λivi

)

·





n
∑

j=1

µivi







 = φ





n
∑

i=1

n
∑

j=1

λiµjvi · vj





φ linear
=

n
∑

i=1

n
∑

j=1

λiµjφ(vi · vj)
Vor
=

n
∑

i=1

n
∑

j=1

λiµjφ(vi) · φ(vj)

=

(

n
∑

i=1

λiφ(vi)

)

·





n
∑

j=1

µjφ(vj)





φ linear
= φ

(

n
∑

i=1

λivi

)

· φ





n
∑

j=1

µjvj



 = φ(v) · φ(w).

2. Sei H = {a1 + a2i + a3j + a4k|ai ∈ R, i = 1, 2, 3, 4} die Menge der Quaternionen und sei
φ : H → H die lineare Abbildung, die durch

φ(1) = 1, φ(i) = j, φ(j) = k, φ(k) = i,

definiert ist. Zeigen Sie, dass φ ein Ringhomomorphismus ist.

Da H ein Ring ist und H ein R–Vektorraum der Dimension dimR H = 4 ist, können wir den
ersten Teil der Aufgabe anwenden. Da (1, i, j, k) eine Basis von H als R–Vektorraum und φ

R-linear ist,überprüfen wir die Voraussetzung von (1)

φ(i · j) = φ(k) = i = j · k = φ(i) · φ(j)

φ(j · k) = φ(i) = j = k · i = φ(j) · φ(k)

φ(k · i) = φ(j) = k = i · j = φ(k) · φ(i) .

Außerdem gilt φ(i)2 = φ(j)2 = φ(k)2 = −1 sowie φ(i2) = φ(j2) = φ(k2) = φ(−1)
φlin
= −1.

Weiter ist φ(1 ·x)φ(x) = φ(1)·φ(x) für alle x ∈ H. Da φ K-linear ist, folgen die verbleibenden
Gleichungen aus φ(−x) = −φ(x) sowie j · i = −i · j, k · j = −j · k, i · k = −k · i.

Also ist φ ein Ringhomomorphismus.



Zusatzaufgabe 3 (4 Punkte). Sei V = {p ∈ R [x] |deg(p) ≤ 3} und F : V → V die Abbildung,
die durch

F (p(x)) =
dp

dx
(x) − p(x)

definiert ist. Sei A die Standardbasis und sei B = (1, 1−x, 1−x+x2, 1−x+x2−x3) = (q0, q1, q2, q3).

1. Finden Sie die Matrix MA
B (F ).

Die Gleichungen

F (1) = −1 = a00q0

F (x) = 1 − x = a11q1

F (x2) = 2x − x2 = a02q0 + a12q1 + a22q2

F (x3) = 3x2 − x3 = a03q0 + a13q1 + a23q2 + a33q3

ergeben das Gleichungssystem

a00 = −1

a11 = 1

a02 + a12 + a22 = 0

−a12 − a22 = 2

a22 = −1

a03 + a13 + a23 + a33 = 0

−a13 − a23 − a33 = 0

a23 + a33 = 3

−a33 = −1

dessen Lösung man ausrechnet als:

a00 = −1, a11 = 1, a02 = 2, a12 = 1, a22 = −1, a03 = 0, a13 = −3, a23 = 2, a33 = 1 ,

womit

MA
B (F ) =









−1 0 2 0
0 1 −1 −3
0 0 −1 2
0 0 0 1









2. Benutzen Sie MA
B (F ), um F (1 + x + x2 + x3) zu berechnen.

Die Koordinaten von 1 + x + x2 + x3 bezüglich der Basis A sind








1
1
1
1









so dass








−1 0 2 0
0 1 −1 −3
0 0 −1 2
0 0 0 1

















1
1
1
1









=









1
−3
1
1









.

Damit ist

F (1 + x + x2 + x3) = 1 + (−3)(1 − x) + (1 − x + x2) + (1 − x + x2 − x3) = x + 2x2 − x3 .

(Dies stimmt natürlich mit F (1 + x + x2 + x3) = 1 + 2x + 3x2 − 1 − x − x2 − x3 überein!).



Zusatzaufgabe 4 (4 Punkte). Seien U, W ⊂ V Untervektorräume des K-Vektorraumes V .
Weiter sei (v1, . . . , vn) eine Basis von U ∩ W , sowie (v1, . . . , vn, u1, . . . , uk) eine Basis von U und
(v1, . . . , vn, w1, . . . , wl) eine Basis von W . Zeigen Sie:

(v1, . . . , vn, u1, . . . , uk, w1, . . . , wl)

ist eine Basis von U + W .

Sei v ∈ U +W , dann existieren u ∈ U, w ∈ W mit v = u+w. Da (v1, . . . , vn, u1, . . . , uk) eine Basis
von U ist, existieren λi, µi ∈ K mit

u =

n
∑

i=1

λivi +

k
∑

i=1

µiui .

Genauso ist (v1, . . . , vn, w1, . . . , wl) eine Basis von W und es existieren λ̃i, νi mit

w =

n
∑

i=1

λ̃ivi +

l
∑

i=1

νiwi .

Also ist

v = u + w =

n
∑

i=1

(λi + λ̃i)vi +

k
∑

i=1

µiui +

l
∑

i=1

νiwi ∈ Span(v1, . . . , vn, u1, . . . , uk, w1, . . . , wl) .

Aus der Vorlesung wissen wir, dass

dim(U + W ) = dimU + dim W − dim(U ∩ W ) = (n + k) + (n + l) − n = k + l + n .

Da wir k + l + n Vektoren gefunden haben, die U + W aufspannen, müssen diese also linear
unabhängig sein.


