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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum und F : V — V eine lineare Abbildung mit
F? = Fo F = F. Zeigen Sie: es existieren Unterrdume U, W C V mit

V=UaeW und Flw)=0, Fu)=u YweW,Vuel.

Sei U = F(V) und W = ker F. Dann gilt schon mal fiir alle w € W : F(w) = 0. Fiir alle
uw € U =ImF existiert v € V mit u = F(v). Daher ist

da F? = F. AuBerdem gilt fiir v € UNW: F(v) = 0, da v € W, aber auch F(v) = v, dav € U.
Damit ist also
0=F(v)=v

und U NW = {0}. Bleibt zu zeigen, dass U + W = V. Es gilt bereits U + W C V. Sei also v € V,
zu zeigen ist v € U + W. Sei
u=Fw) und w=v-—u.

Dann gilt v = v+ w mit w € U sowie w € W =ker F', da
F(w) = F(v) — F(u) = F(v) — F*(v) = F(v) — F(v) =0,

wobei wir die Linearitét von F und F? = F benutzt haben. Also ist v =u+w € U + W.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei B = (sin, cos, sin - cos,sin?, cos?) und V = SpanB C Abb(R,R).
Man betrachte die lineare Abbildung F': V — V, wobei F(f) = f’ die Ableitung von f € V ist.

1. Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist.

Seien \; € R, so dass
A1 8in + A9 cos + A3 sin cos + g4 sin? +)X5co8® = 0.
Damit gilt fiir alle x € R:

Ay sin(z) + Ao cos(z) + A3 sin(x) cos(z) + Mg sin®(x) + A5 cos?(z) = 0.

Firz = 3,2 = 3TTF,J::O,JJZWfolgt

AM+A=0 A+ A5 =0
“AM+XN=0 A2+ A5=0

womit also A\; = Ay = A2 = A5 = 0. Da sin cos # 0 ist dann auch A3 = 0.



2. Bestimmen Sie die Matrix M5 (F) beziiglich der Basis B.

F(sin) = cos, F(cos) = — sin, F(sin cos) = cos? — sin®, F/(sin®) = 2sin cos, F(cos®) = —2 cossin

ergibt mit F'(v;) = Z?:l Q5 Vi

0o -1 0 0 O

1 0 0 0 O

A=ME(F)=0 0o 0 2 -2

0 0 -1 0 0

0 0 1 0 0

3. Bestimmen Sie Basen von im F' und ker F'.
Zunéchst gilt

0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
im A = Span(vy, va, v3, V4, V5) = Span of,1 0o ,]01{|,[2],]-2
0 0 -1 0 0
0 0 1 0 0

Offenbar ist B = (v1,v2,vs3,v4) linear unabhiingig und vs € Span(v1, ve,vs,v4). Also ist B
eine Basis von Im A. Damit ist

B = (— sin, cos, cos® — sin?, sin cos)

eine Basis von im F'.

0O -1 0 0 O 1 0 0 0 O
1 0 0O 0 O 0O -1 0 0 O
A=|o o 0o 2 -2 fotL LTIV 00 1 0 0
0O 0 -1 0 O 0O 0 -1 0 O
0 O 1 0 O 0 O 0 2 =2
1 0 0 0 O
IVAIILIVV,IV)2 0 -1.00 0
— 0O 0 1 0 O
0O 0 0 1 -1
0O 0 0 0 O
Also ist
0
0
ker A = Span A = Span 0
1
1
Also ist

(cos® +sin?) = (1)

eine Basis von ker F'.
(Das ist natiirlich nicht verwunderlich: gilt ' = 0 fiir ein differenzierbares f € Abb(R, R),

dann ist f konstant. Da cos?,sin® € V ist auch jede konstante Abbildung f(z) =
k(cos? +sin?) € V)



