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Aufgabe 2 (4 Punkte). Man betrachte den Untervektorraum

U = {









x

y

z

w









∈ R
4 | x − 2y + w = 0, x + 2z − w = 0}

von R
4 und die lineare Abbildung F : U → R

2, die gegeben ist durch

F









x

y

z

w









=

(

x + y

z − w

)

für alle









x

y

z

w









∈ U .

(Es muß nicht gezeigt werden, dass U ⊂ R
4 ein Unterraum ist und dass F ∈ HomR(U, R2) gilt).

1. Zeigen Sie, dass

B =

















1
1
0
1









,









−1
0
1
1

















eine Basis von U ist.

Sei

v1 =









1
1
0
1









, v2 =









−1
0
1
1









.

Aus








0
0
0
0









= λ









1
1
0
1









+ µ









−1
0
1
1









=









λ − µ

λ

µ

λ + µ









folgt λ = µ = 0 (zweite und dritte Gleichung), also ist B linear unabhängig.

Da 1 − 2(1) + 1 = 0 und 1 + 2 · 0 − 1 = 0 ist v1 ∈ U , genauso ergibt 1(−1) − 2(0) + 1 = 0
und −1 + 2(1) − 1 = 0, dass v2 ∈ U .

Sei

v =









x

y

z

w









∈ U,



d.h, x − 2y + w = 0, x + 2z − w = 0, also

v =









x
x+w

2
w−x

2

w









.

Das Gleichungssystem








x
x+w

2
w−x

2

w









=









λ − µ

λ

µ

λ + µ









gibt λ = x+w
2

, µ = w−x
2

. Damit ist in der Tat

λv1 + µv2 =









λ − µ

λ

µ

λ + µ









=









x+w
2

− w−x
2

x+w
2

w−x
2

x+w
2

+ w−x
2









=









x
x+w

2
w−x

2

w









= v ,

also ist U ⊂ SpanB. Da ein U Unterraum ist und B ⊂ U gilt auch SpanB ⊂ U , so dass
U = SpanB und B ist ein Erzeugendensystem von U .

Da B linear unabhängig und ein Erzeugendensystem von U ist, ist daher B eine Basis von
U .

2. Zeigen Sie, dass F ein Vektorraumisomorphismus ist.

Es gilt

F (v1) =

(

2
−1

)

=: w1, F (v2) =

(

−1
0

)

=: w2 .

Da (w1, w2) linear unabhängig ist, ist mit Aufgabe 2), Blatt 10, die lineare Abbildung F

injektiv. Da dim R
2 = 2 und dimSpan(w1, w2) = 2 ist also (w1, w2) ein Erzeugendensystem

von R
2 und damit F (U) = R

2. Also ist F surjektiv.

3. Finden Sie die Matrix MB

B̃
(F ), die F bezüglich der Basen B von U und der Standardbasis

B̃ = (e1, e2) von R
2 zugeordnet ist.

A = MB

B̃
(F ) = (aij) ist gegeben durch

wj = F (vj) =

2
∑

j=1

aijei = a1je1 + a2je2 .

Also

A =

(

2 −1
−1 0

)

.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Betrachten Sie die Basen

A =









1
0
0



 ,





1
1
0



 ,





1
1
1







 und B =

((

1
2

)

,

(

−1
1

))



von R
3 beziehungsweise R

2, sowie die Matrix

A =

(

2 −1 0
1 1 −1

)

∈ MatR(2 × 3) .

(Es muß nicht gezeigt werden, dass A und B Basen sind).

1. Bestimmen Sie die der Matrix A bezüglich der Basen A und B zugeordnete lineare
Abbildung F = LA

B
(A).

Die lineare Abbildung F ist gegeben durch

F (vj) =
∑

i

aijwi

wobei A = (v1, v2, v3) und B = (w1, w2), also:

F





1
0
0



 = 2

(

1
2

)

+ 1

(

−1
1

)

=

(

1
5

)

, F





1
1
0



 = −1

(

1
2

)

+ 1

(

−1
1

)

=

(

−2
−1

)

,

F





1
1
1



 = 0

(

1
2

)

+ (−1)

(

−1
1

)

=

(

1
−1

)

.

Damit ist für v =





x

y

z



 = (x − y)v1 + (y − z)v2 + zv3 ∈ R
3:

F (v) = (x − y)

(

1
5

)

+ (y − z)

(

−2
−1

)

+ z

(

11
−1

)

=

(

x − 3y + 3z

5x − 6y

)

.

2. Bestimmen Sie die Matrix der linearen Abbildung F bezüglich der Standardbasen von R
3

und R
2.

A =

(

1 −3 3
5 −6 0

)


