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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei F': V — W eine Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V und W.
Zeigen Sie:
F ist genau dann K-linear, wenn

F(Au+ pv) = AF(u) + pF(v) firalle \,p € K,u,ve V.
7 =”: Sei F K-linear, d.h. es gelten
(L1) Yu,v € V: F(u+v) = F(u) + F(v)
(L2) Yo e VVA € K : F(\v) = AF(v).
Dann gilt VA, u € K,u,v € V:
F(u+ ) 2 FOw) + F(u) £ AF(u) + pF(v) . (1)

7«=": Es gelte (1) fiir alle A\, u € K,u,v € V. Dann gilt insbesondere fir A\=py=1¢€ K, u,v € V:

Flu+v)=F1-u+1-v) (21)1-F(u)+1-F(U)=F(u)+F(U).
Auflerdem gilt fiir v € V, A € K mit u € V beliebig und p = 0:

FO\-v)=F(A-v+0-u) £ XN Fo)+0-F(u) =\ F(v)
=0

Damit gelten (L1) und (L2).

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien V und W K-Vektorrdume und (v;);es eine Basis von V sowie
(w;)ier eine Familie von Vektoren in W. Sei F' : V — W die K-lineare Abbildung, die durch
F(v;) = w; fur alle ¢ € I definiert ist. Zeigen Sie:

F ist genau dann nicht injektiv, wenn die Familie (w;);es linear abhéngig ist.

Zunichst einmal ein Beispiel!
1 0 2 3
v = (O) , Uy = <1> und Fv = (O) ,Foy = (O) .
Dann ist F'(v1) # F(ve), aber F ist nicht injektiv, da

F(3v1) 2 3F(v)) = (6

0) = 2F (v3) 2 F(2us),

aber 3v; # 2vs.



Wir zeigen die dquivalente Aussage:
F ist genau dann injektiv, wenn die Familie (w;);es linear unabhéngig ist.
7 =" Nehmen Sie an dass, F injektiv ist, d.h.,
Vo,weV, Flv)=F(v) = v=w.
Insbesondere fiir w = 0 (und daher F'(w) = 0) erhélt man
VoeV, Flv)=0 = v=0. (2)

Um nun zu zeigen, dass (w;);es linear unabhéngig ist, nehmen Sie an, dass 3a; € K, Vi € I, so
dass ), ; asw; = 0. Also

Zaiwi =0 — Z aiF(’Ui) =0
i€l icl
(L:2>) Z F(Ozi’Ui) =0
iel
(L:1>) F(Z Oéi’Ui) =0
icl
é; Z ;0 = 0
icl
(kv =oviel.

Also ist (w;);er linear unabhéingig.

”<=" Nehmen Sie an, dass (w; );cs linear unabhéingig ist. Man wéhle v,w € V,d.h.,, v ="
w =Y, c; Bivi. Um zu zeigen, dass F injektiv ist, nehme man an, dass F'(v) = F(w):

F(v) = F(w) = F(Z Q) = F(Z Bivi)

icl Q3 Uy,

i€l iel
= F(Zaivi)—F(ZﬁiUi):O
i€l el
&y F(Yawi =) Bwi) =0
il el
= P (i~ i) = 0
i€l
(L%'Lz) Z(az — Bi)F(vi) =0
i€l
Z(%‘ - 61)“’1 =0
i€l

O[Z—ﬂz:OV’LEI

v =w.



