Vorschlige fiir die Ubungsgruppen:

Aufgabe 1. Uberpriife fiir jede der folgenden Abbildungen, ob diese injektiv und/oder surjektiv
und/oder linear ist:

1. f1:]0,27) — C, fi(x) = cos(x) + isin(x);

f1 ist injektiv:
Vielleicht hilft es, sich die Abbildung zu veranschaulichen: man durchlduft den Einheitskreis.
Sei z,y € [0,27) und nehme an, dass f1(z) = fi(y).

filz) = fily) = cos(z) + isin(z) = cos(y) + isin(y)
{cos(:z:) = cos(y)}
sin(x) = sin(y)
{ xr=yoder x =21 —y }
x =y oder x =7 — y(mod 27)

T =y.

Il

f1 ist nicht surjektiv: Man nehme z = 0 € C. Beachte, dass
|f1(z)]> = | cos(z) + isin(z)|* = cos?(x) 4 sin?(z) = 1.

Also, gibt es kein x € [0,27) mit fi(z) = 0.
f1 ist nicht linear: Da f1(0) = 1 # 0, kann f; nicht linear sein.

2. f2:{p € R[z]|deg(p) <2} = R,

falap + a1z + a2x2) = aog — a1

fo ist linear: Sei p1 = ag + a7 + a2, p2 = by + bz + bex® € R[z] und \,p € R. Wir
zeigen, dass fa(Ap1 + up2) = Af2(p1) + pf2(p2):

f2Apr+pp2) = f2(Mao + arx + a2x?) + u(bo + b1z + boa?))
= fa((Mao + pbo) + (Ma1 + puby)x 4+ (Nag + pubs)z?)
(()\ao + wbo) + (Aa1 + ub1)
(Aag + pbo) — (Aar + ub1)

)\ag + /ng)
ag + a1 bo + b1
= AN lay—ar | +p|bo—b1
3(12 3b2

= AfQ(CLO + aixr =+ CLQCC2) + /Lfg(bo —+ bl.CC + b2I2)
= Afa(p1) + pfa(p2).



f2 ist injektiv: Wir zeigen, dass wenn f2(p) = f2(p), so gilt p = p. Schreibe p = ap + a1z +
azx?,p = ap + a1z + azx? € R[z] und nehme an, dass f2(p) = f2(p). Da fa linear ist, folgt
(ao — do) + (a1 - dl)
f2lp=p)=0 = |(a0—ao)—(a1—ai)|=0
3(0,2 — ZLQ)

— (CL()—ZL()):(al—dl):(QQ—dg):O
— p=0p.

=

Also, ist fo injektiv.

f2 ist surjektiv:

2

Es gilt po = 1,p1 = z,p2 = x* ist eine Basis von {p € K[z] | degp < 2}. Da f5 linear ist,

gilt:
1 1 0
im fo = Span(fa(po), f2(p1), f2(p2)) =Span | | 1], -1],]0
0 0 3
1 1 0
A1 +p|-1)4+v[0])] =0 = A=pu=v=0,
0 0 3

sind die drei Vektoren linear unabhingig. Da dimR3 = 3, bilden diese Vektoren also auch
eine Basis von R? und damit ist Span(fa(p;)) = R® und fo surjektiv.

Aufgabe 2. Sei F : R?> — R? die lineare Abbildung, die durch Spiegelung an der Ebene, die
(1,1,0),(1,0,1) erzeugt ist, definiert ist. Zeige, dass die Menge der Fixpunkte von F' gegeben ist
durch

A={veR®|F(v) =v}={(2,y,2) €ER® |z —y — 2 =0}.

Zeige, dass A ein Unterraum von R? ist. Bestimme Basen von A, Im F und ker F.

Die Fixpunkte von einer Spiegelung an einer Ebene sind die Punkte der Ebene. Also

1 1
A = spang 11,10 ,
0 1
x
und A ist damit ein Unterraum. Wir iiberpriifen, dass A = {| y | € R®*|lz —y — 2 = 0}. Zuerst
z
zeigen wir, dass
x
Ac{ly]| eR¥z—y—2=0}.
z
Sei a € A. Schreibe
1 1 A p
a=A|1|4+p|0] =X A
0 1 I
x
fir \,p e R.Dann gilt x —y—2=A+pu)—(A\) — () =0unda e {|y]| € Rz —y—2=0}.
z

x
AlsoAc{|y| eR3|z—y—2=0}.

z



Jetzt zeigen wir, dass

x
{ly| eR3z—y—2=0} C A.
z
x
Sei [y ] €eR3sodassz—y —2=0, also z =y + 2z und
z
T y+z 1 1
Yyl = Y =y|l|+2z[0]€Ad
z z 0 1

so dass {(z,y,2) E R3]z —y — 2 =0} C A.

1 1
Finden einer Basis von A ist leicht: A4 = 11,10 ist linear unabhéngig (da keiner der
0 1

Vektoren Vielfaches des anderen ist) und erzeugt A, also ist A eine Basis von A.
Um Basen von ker F,im F' zu finden, beachte man, dass ein Doppelspiegelung die Identitét ist,
also

F-F=1Id.

Damit ist also F' bijektiv, also insbesondere ist F' injektiv und surjektiv. Auflerdem ist F' linear,
da Spiegelungen Summen und Vielfache respektieren, daher ist ker F' = {0} und Im F = R3. Ein
Basis von im F' ist zum Beispiel

1 1 1
B:(U17U27U3): 1 ) 0 ) -1 )
0 1 -1

die sich deshalb anbietet, weil F(v1) = vy, F(v2) = ve, F(v3) = —vs.

Aufgabe 3. Sei R ein Ring. Entscheide, ob die folgende Mengen Ringe sind oder nicht. (Beweis
oder Gegenbeispiel):

1. S1:={f:R — R| f surjektiv};

Sy ist kein Ring: e + f = f fiir alle f € S; genau dann, wenn e(z) = 0 fiir alle x € R.
Aber e ist nicht surjektiv (zumindest wenn R # {0}), also existiert kein neutrales Element
beziiglich der Addition in 5.

2. Sy :={f:R— R f ist gerade (d.h. f(x)=f(-x))};
Um zu zeigen, dass S ein Unterring von S = {f : R — R} ist, mussen wir zeigen, dass
(S2,4) eine abelsche Untergruppe von Abb(R, R) ist sowie, dass (Sz,-) assoziativ ist.
o c(x)=0=¢e(—2) = e€ .

e Sei f,g € S3. Dann (f 4+ g)(=2z) = f(—2) + g(-2) = f(z) + 9(z) = (f + g)(x). Also
f+ges,.

e Sei f €8y Dann (—f)(—z) = —(f(—2)) = —(f(x)) = (—=f)(x). Also —f € Ss.
e Sei f,g,h € S3. Da R ein Ring ist, gilt
(f9)h)(z) = (f(x)g(x))h(x) "ET f(2)(g(x)h(2)) = (f(gh))()
fiir alle x € R also (fg)h = f(gh).



3. S3:={f:R— R| f(x) = 0 fiir hochstens endlich viele z € R}.

e &€ S3, also kein Ring.

4. S4:={f:R— R| f(x) = 0 fiir mindestens ein = € R}.

Gegenbeispiel R = R und
f(z)=2—-1,9(z)=—x € 54

da f(1) = 0 und ¢(0) = 0, aber f+ g = —1 # 0 fiir alle z € R. Damit ist (S4,+) keine
Gruppe.



