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Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Sofern nicht anders angegeben werden die
Punkte gleichmäßig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 29. Meromorphe Funktionen auf einem Gebiet. Es sei U ⊂ C ein Gebiet und

M̃(U) := {(f, P ) | P ⊂ U diskret in U, f : U → C meromorph, f : U\P → C holomorph}.

wobei für (f, P ), (g,Q) ∈ M̃(U):

(f, P ) ∼ (g,Q) :⇔ f |U\(P∪Q) = g|U\(P∪Q).

Zeigen Sie:

(a) ∼ definiert eine Äquivalenzrelation auf M̃(U).

(b) Für meromorphe Funktionen f, g : U → C mit f 6≡ 0 und g 6≡ 0 gilt für alle z ∈ U

νz(f · g) = νz(f) + νz(g)

νz(f/g) = νz(f)− νz(g).

Aufgabe 30. Körper meromorpher Funktionen.

(a) (2 Punkte) Es seien U ⊂ C ein Gebiet und M̃(U), ∼ wie in Aufgabe 29. Zeigen
Sie:

M(U) := M̃(U)/∼

trägt die Struktur eines Körpers.

(b) (1 Punkt) Beweisen oder widerlegen Sie: M(U) wie in (a) ist auch für nichtleere
offene U ⊂ C wieder ein Körper.

(c) (1 Punkt) Wie lassen sich Elemente von M(U) für nichtleere offene U ⊂ C durch
meromorphe Funktionen auf Gebieten ausdrücken?



Aufgabe 31. Laurent-Reihen. Bestimmen Sie die Laurent-Reihen-Entwicklung (inklu-
sive Konvergenzbereich) der Funktionen

(a) f(z) =
z + 2− 2i

(z − i)(z − 2)
um die Punkte z = i und z = 2

(b) f(z) =
sin2(z)

zn
für n ∈ {1, 2, . . . } um den Punkt z = 0

und die Art der Singularität in den angegeben Punkten.

Aufgabe 32. Eine ganze Funktion dominiert betragsmäßig eine andere. Es seien f, g : C→
C zwei ganze Funktionen, so dass |f(z)| ≤ |g(z)| für alle z ∈ C. Zeigen Sie, dass f = λg
für ein λ ∈ C.


