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Jede Aufgabe wird mit 4 Punkten bewertet. Sofern nicht anders angegeben werden die
Punkte gleichmafig auf die Teilaufgaben verteilt.

Aufgabe 13. Fundamentalgruppe. Sei U C C ein Gebiet. Man betrachte die Aquivalenz-
relation ~ aus Aufgabe 12: fiir zwei geschlossene Wege v, in U mit Start- und Endpunkt
2o € U schreibe man v ~ 7 falls eine Homotopie zwischen geeigneten Umparametrisierun-
gen von 7 und 7 existiert.

(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass die Verkettung von Wegen auf den Aquivalenzklassen
wohldefiniert ist, also dass gilt: o * v; ~ 50 * 71 falls 79 ~ Yo und v; ~ 1.

Hinweis: Der Einfachheit halber bietet es sich an, alle Wege als Wege [0,1] — U
umzuparametrisieren, so dass z. B. fiir die Verkettung von zwei Wegen ~o, 71 : [0, 1] —
U gilt: v * 1 ~ ~ mit

(1) = Yo(2t) falls 0 < ¢ <1
JA PE TR falls L <t <1

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass die Menge der Aquivalenzklassen eine Gruppe bildet,
wobei die Verkniipfung der Gruppe durch die Verkettung von Wegen gegeben ist
und das Einheitselement e die Aquivalenzklasse des konstanten Wegs [0, 1] — U mit
t — zg ist. Diese Gruppe wird mit 7 (U, 29) bezeichnet und die Fundamentalgruppe
von U genannt.

(¢) (1 Punkt) Man nennt U einfach zusammenhdingend, falls fiir irgendein zy € U
gilt: m (U, 29) = {e}. Zeigen Sie, dass jedes sternférmige Gebiet einfach zusam-
menhéngend ist.



Aufgabe 14. FEigenschaften von Gebieten II. Sei U C C ein Gebiet. Beweisen oder
widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) Fiir jeden Punkt z € U ist U \ {z} wieder ein Gebiet.

(b) Wenn U sternférmig ist und z € U, dann ist U\{z} ebenfalls sternférmig, méglicherweise
beziiglich eines anderen Punktes in U.

(c) C\ R ist ein sternformiges Gebiet.
(d) Wenn U einfach zusammenhéngend ist, dann ist U sternférmig.
Aufgabe 15. Ezistenz von Stammfunktionen. Es sei f: C* — C, f(z) = 1/z.
(a) Zeigen Sie, dass f holomorph ist, es fiir f aber keine Stammfunktion auf C* gibt.

(b) Sei U C C* ein Gebiet und F': U — C eine Stammfunktion fiir f|;. Zeigen Sie, dass
fir alle z € U gilt: (expoF')(z) = Cz fiir eine Konstante C' € C. Insbesondere gibt
es eine lokale Stammfunktion von f, die eine lokale Umkehrfunktion von z +— exp(z)
1st.

Aufgabe 16. Schwarzsches Spiegelungsprinzip. Sei U C C ein Gebiet, das symmetrisch
beziiglich der reellen Achse R C C ist, und schreibe U = U, U Uy U U_, wobei

Ui ={2€U|Imz > 0},
Uy ={z€U|Imz =0},
U_.={z€U|Imz < 0}.

Sei nun f: U, U Uy — C eine stetige Funktion, die auf U, holomorph ist und auf Uy
reelle Werte annimmt, und definiere f: U — C durch

Fo) = {@ falls z € U, U U,
f(z) fallszeU_.

Zeigen Sie:

(a) (1 Punkt) f ist auf U_ holomorph.

(b) (2 Punkte) f ist auf ganz U holomorph.

Hinweis: Zeigen Sie zunachst, dass Wegintegrale entlang Dreiecksrandern in U
verschwinden, indem Sie Holomorphie auf U, und U_ sowie die Stetigkeit von f
benutzen.

(c) (1 Punkt) Obwohl fiir f auf Uy nur Stetigkeit vorausgesetzt wurde, ist die Funktion
floo: Up — R beliebig oft (reell) differenzierbar.



