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Aufgabe 37. Mobiustransformationen. Es sei
M= (%) ecaLc)
~\c d 2

eine invertierbare Matrix mit Eintrdigen in C. Die meromorphe Funktion fy;: C — C
gegeben durch

_az—i—b
oz +d

(%) fu(2)

wird Mobiustransformation genannt.
Zeigen Sie:

(a) (1 Punkt) (far o fn)(2) = fun(2) fiir alle z € C mit fy(z) € C, wobei mit MN
das Produkt der Matrizen M, N in GLy(C) gemeint ist.

(b) (2 Punkte) fu ldsst sich zu einer bijektiven Abbildung fi;: C — C fortsetzen,
indem man setzt:

fu(z) falls z€ C

fu(z) = falls 2 = oo und ¢ # 0

a
c
00 falls 2 = 0o und ¢ = 0.

(Wie wir spéter sehen werden, ist die Abbildung fy; tatséichlich eine biholomorphe

Abbildung von C auf sich selbst. Haufiger werden die Abbildungen fy; mit M €
GL2(C) auch Mobiustransformationen genannt.)

(c¢) (1 Punkt) Falls fy; = fy, dann gilt: es existiert ein A € C\ {0}, so dass M = AN.



(d) (1 Punkt) Die Funktion ¢, aus Aufgabe 35 lisst sich als die Einschréankung far|p, (o)
einer Mébiustransformation f3; schreiben. Wo liegen die Polstellen von f;,?

Aufgabe 38. Definition und Beispiele von Residuen.

(a) (3 Punkte) Man erinnere sich, dass fiir eine offene Menge U C C und eine holomor-
phe Funktion f: U\ {20} — C das Residuum von f in z, definiert ist als

resy () = £(2)dz

N 21 OBs(20)
wobei 0 > 0 so dass Bs(z9) C U.
Zeigen Sie, dass res,, () unabhéngig von ¢ ist und somit das Residuum wohldefiniert
ist.
(b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Residuen res,,(f) fiir folgende Funktionen und sin-
guldre Punkte zj:

¢« f(5)= 5

+1,f1"1r zp = ¢ und fir zp = —1
o f(z)=

1
(224 1)(z —19)
Aufgabe 39. Residuen und Singularititen. Es sei U C C offen, zp € U und f: U\{2p} —

C holomorph. Zeigen Sie, dass a_; := res,,(f) die eindeutig bestimmte komplexe Zahl
ist, fiir die gilt: die Funktion

, fir zp = 7 und fir zg = —1.

a_1

2 f(z) -

besitzt in einer in z; punktierten Umgebung von zy eine Stammfunktion. (Dies ist der
Beweis von Satz 9.2 (2).)

zZ— 20

Aufgabe 40. Integrale und der Residuensatz.
(a) (3 Punkte) Bestimmen Sie den Wert des Integrals

oo ei)\z
d
/_oox2+4 *

Hinweis: Berechnen Sie dazu zunéachst

Az
€
/ 2 dz?
Tr 24+ 4

wobei I = [=R, R] % ' und 'x: [0, 7] — C der Halbkreisbogen I'z(t) = Re' ist.

fiir alle reellen Zahlen A > 0.

(b) (2 Punkte) Verwenden Sie das Resultat aus (a), um den Wert des Integrals

/ xsm(m)dx
oo X244

zu bestimmen.

Hinweis: Im(&e**) = zsin(z).



