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37. Residuen

38.

39.

Es sei U ein Gebiet, zp € U, und f : U \ {20} — C holomorph.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass das Residuum res;, f die eindeutig bestimmte Zahl

¢ € C ist, so dass die Funktion z — f(z) — Z_CZO in einer in 2o punktierten

Umgebung von zy eine Stammfunktion besitzt.

(b) (2 Punkte) Es sei 2o ein Pol der Ordnung k. Zeigen Sie, dass gilt: res,, f =
J‘iﬂ%)l()z!o) mit f: U — C und f(z) = (z — 20)* f(2) fiir alle z € U \ {20}.

Bestimmung von Residuen

Bestimmen Sie res,, f fiir folgende Funktionen f und singuldren Punkte zp:

(@) (1 Punk) 1) = exp(2) ~ L 20 =0

(b) (1 Punkt) f(2) = ma zo =1 und 29 = —i,

(¢) (1 Punkt) f(2) =T(z), 20 = —n,n € N,

(d) (1 Punkt) f(2) = Gryemgary: @ € N\ {0}, 20 = 0 und 2o = —1.

Dirichlet’sches Integral
(4 Punkte) Zeigen Sie, daf gilt:

t
/ sin Q
0 t ~ 9

Im ¢4

Betrachten Sie dazu das Wegin- o

tegral der Funktion f : C* — C,

z % entlang des geschlosse- " f-
nen Weges v = 1 * Y2 * y3 * 4 im R )—5

nebenstehenden Schaubild.

Zeigen Sie dazu, dass

v _R . exp(i¢) — 1
f(C)dC‘SR(l—e ) und /wf(c)dC— m+[m< .

Y4



40. Holomorphe Fortsetzung und Homotopie
Es seien U ein Gebiet, 7 : [0,1] — U ein Weg, und f : U — C holomorph.

(a) (1 Punkt) Es seien Fj eine Stammfunktion von f|y, in einer Umgebung Uy von
v(0), Fy := F; die holomorphe Fortsetzung von Fj lings v wie in Aufgabe
36. Wir definieren f7 f(Q)d¢ = Fi(v(1)) — Fo(v(0)). Zeigen Sie, dass dieses
Wegintegral nicht von der Wahl von Fy abhéngt.

(b) (1 Punkt) Es sei v geschlossen, und es existiere die holomorphe Fortsetzung f7
von f entlang 7 in eine offene Umgebung von ~(1). Zeigen Sie, dass gilt: Ist ~
nullhomotop, so ist f7|z = f|z in einer Umgebung U von ~7(0) = ~(1).

(c) (2 Punkte) Es seien nun U; C U offene Umgebungen von (), i € {0,1}, und
f nicht konstant. Weiter sei V; = f(U;), i € {0,1}, und g : Vo — C holomorph.
Dabei existiere die holomorphe Fortsetzung ¢/°Y von ¢ lings f o v nach Vi.
Zeigen Sie, dass eine holomorphe Fortsetzung (g o f)? von g o f ldngs v nach
U, existiert, und dass dann gilt: g7°7 o f] 7 = (go )| in einer Umgebung U
von ~(0).
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