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33. Gamma—Funktion

Essei U = {z € C| Rez > 0}. Fiir z € U definieren wir die Gamma—Funktion durch

[(z):= [;° e 't dt. Zeigen Sie, dass gilt:

(a) (1 Punkt) Das Integral [;°e~"¢*~1dt konvergiert absolut fiir Re z > 0.
Betrachten Sie die Integrale fol und [;° getrennt.

(b) (1 Punkt) Die Funktion I' : U — C, z — T'(2) ist holomorph.
Betrachten Sie dazu f,(2) := [1 e 't*71dt, n € N\ {0}.

(¢) (1 Punkt) I'(z + 1) = 2I'(2) fﬁrnalle zeU.

(d) (1 Punkt) Es existiert eine eindeutige holomorphe Fortsetzung I' : C\ Z<o — C
der Funktion I'(z).

Zeigen Sie zuerst, dass eine eindeutige holomorphe Fortsetzung auf {z € C |
Rez > —1,z # 0} existiert.

34. Meromorphe Funktionen

(a) (2 Punkte) Es sei U C C ein Gebiet. Zeigen Sie, dass die Menge M(U) der
meromorphen Funktionen auf U ein Koérper ist.

(b) (1 Punkt) Es seien f,g € M(C), also f,g : C — C meromorph, und |f(z)| <
lg(2)| fiir alle z € C. Zeigen Sie, dass ein A € C existiert, so dass f(z) = \g(z)
fiir alle z € C.

(¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie alle ganzen Funktionen f : C — C, so dass |f'(z)| <
|f(2)| fiir alle z € C.

35. Wesentliche Singularitidten

(a) (2 Punkte) Essei f : D o(a) = C, a € C, holomorph und habe eine wesentliche
Singularitét in a. Zeigen Sie, dass fiir alle n € N\ {0} ein z, € D1 y(a) existiert,
so dass gilt: |(z, — a)" f(zn)| > n. "



(b) (2 Punkte) Es sei f : Dq,(0) — C holomorph, so dass 22f'(z) = (f(2))? + 2 fiir
alle z € D1 (0). Zeigen Sie, dass f eine wesentliche Singularitit in 0 besitzt.

36. Holomorphe Fortsetzung entlang Wegen

Es sei v : [0,1] — C ein Weg, (Dy, ..., Dy) eine Kreiskette wie in Aufgabe 26. Wir
sagen, dass die Kreiskette ldngs v verlduft, falls es eine Unterteilung 0 =¢9 < --- <
it © D, 1N D;. Es sei
f : Do — C holomorph. Wir sagen, dass f, : D,, — C durch holomorphe Fortsetzung
léings v entsteht, falls es eine holomorphe Fortsetzung f,, von f lings einer Kreiskette

tn = 1 gibt, so dass 7(t;) Mittelpunkt von D; ist und 7|

(Do, ..., Dy) wie in Aufgabe 26 gibt, die lings v verliuft.

(a) (1 Punkt) Es seien 7 : [0,1] — C ein Weg, K; eine offene Kreisscheibe um
v(i), i € {0,1}. Es seien f : Ky — C holomorph, g,g : K1 — C holomorphe
Fortsetzungen von f lings beliebiger, aber verschiedener Kreisketten lings +.
Zeigen Sie, dass g = g.

Wir bezeichnen die holomorphe Fortsetzung von f lings v mit f7 :=g.

(b) (3 Punkte) Es seien 9,71 : [0, 1] = C Wege mit (i) = 71(i) = 2;, ¢ € {0,1}.
Es sei @ : [0,1] x [0,1] — C eine Homotopie von -y nach 7. Es sei Uy eine
Umgebung von zg. Schliesslich sei f : Uy — C holomorph und es gibt eine
Umgebung U; von z1, so dass f entlang jedes Weges 75(t) = ®(s,t) holomorph
fortsetzbar nach Uj ist. Zeigen Sie, dass gilt: f7°(z) = f7(z) fir alle z € Uj.
Betrachten Sie dazu S = {s € [0,1] | 7|y, = f?°|v,} und zeigen Sie, dass S
sowohl offen als auch abgeschlossen in [0, 1] ist. Betrachten Sie dazu das Urbild
einer Kreiskette unter ®, welche zwei nahe beieinanderliegende Wege iiberdeckt.
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