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21. Ganze Funktionen

(a) (2 Punkte) Es sei f : C — C eine ganze Funktion. Zeigen Sie, dass gilt: Ist f
nicht konstant, dann ist f(C) dicht in C, d.h. f(C) = C.
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass C und D1 (0) nicht biholomorph dquivalent sind, d.h.

es gibt keine holomorphe Abbildung f : C — D1(0), so dass f bijektiv und f~!
holomorph ist. Geben Sie jedoch eine reell-analytische Funktion g : C — D7 (0)

und ihre Umkehrfunktion an.

22. Rechnen mit Potenzreihen
Es sei f(z) = > o2 ,an2z" eine Potenzreihe, die in Dg(0), R > 0, konvergiert.
(a) (1 Punkt) Es sei ag # 0. Geben Sie die ersten drei Koeffizienten der Reihenent-
: 1
wicklung von (o) AN
(b) (1 Punkt) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe von tan(z) :=

sin(z)
cos(z)

um z = 0 sowie die ersten drei Koeflizienten der Reihenentwicklung.

(¢) (1 Punkt) Es sei ap =0, a; # 0. Wir nehmen an, es existiere eine Umkehrfunk-
tion g : D-(0) - C, 0 < e < R, so dass f(g(w)) = w und g(f(z)) = z fiir alle
z,w € D.(0). Geben Sie die ersten drei nichtverschwindenden Koeffizienten der
Reihenentwicklung von g(w) an.

(d) (1 Punkt) Es sei A(z) die Umkehrfunktion von exp in einer Umgebung von
z = 1. Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe von A(z) um
z = 1 sowie alle Koeffizienten der Reihenentwicklung. Betrachten Sie dazu die
Ableitung X (z).

23. Konvergenz

Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen absolut und lokal gleichmissig konvergieren.
Dabei bezeichne ZpGIF’ die Summation iiber die Menge der Primzahlen in aufstei-
gender Reihenfolge.



(a) (1 Punkt) ¢(s) := >0, L fiir Res > 1.
(b) (2 Punkte) ®(s) := 3, cp 252 fiir Res > 1.

(c) (1 Punkt) >° p % fir Res > 3.

Es diirfen die aus der Analysis bekannten Eigenschaften des reellen Logarithmus
verwendet werden.
24. Eigenschaften holomorpher Funktionen auf Kreisscheiben

Es seien U C C, c€ U, D,(¢c) CU, r >0, und f : U — C holomorph.

(a) (2 Punkte) Es gelte min.cop, () | f(2)| > |f(c)|. Zeigen Sie, dass f eine Nullstelle
in D, (c) besitzt. Betrachten Sie dazu das Maximumprinzip fiir 1/f.

(b) (1 Punkt) Es sei f(z) = o7 an(z—c)" eine konvergente Potenzreihe in D,(c)
mit Konvergenzradius R > r. Zeigen Sie, dass gilt:

2T
apr’”t = — fle+re®)e "™?dp, neN.

2 0
(c) (1 Punkt) Es sei M(r) := max|,_c—, | f(2)|. Zeigen Sie, dass gilt:

- n 1 n %
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n=0
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