PrOF. KATRIN WENDLAND FUNKTIONENTHEORIE
PD EMANUEL SCHEIDEGGER, DR. SANTOSH KANDEL SS 18
MATHEMATISCHES INSTITUT

UNIVERSITAT FREIBURG

Ubungsblatt 4

17. Eigenschaften der Umlaufzahl

(a)

(b)

(2 Punkte) Es sei v : [a,b] — C ein geschlossener Weg. Zeigen Sie, dass die
Funktion C\ imy — C, z — ny(z) lokal konstant ist.

(2 Punkte) Es seien z € C, 79,71 : [a,b] — C\ {z} geschlossene Wege, die in
C\ {z} homotop zueinander sind. Zeigen Sie, dass gilt: n,(2) = n4, (2).

18. Bestimmung der Umlaufzahl

(a)
(b)

()

(1 Punkt) Es sei v : [a,b] — C ein geschlossener Weg. Zeigen Sie, dass gilt:
lim, o0 ny(2) = 0.

(1 Punkt) Es seien z € C, v; : [a;,b;] — C\ {z}, i € {1,2}, geschlossene Wege
mit v1(a1) = y2(az). Zeigen Sie, dass gilt: 1y, 4y (2) = Ny, (2) + 1y, (2).

(1 Punkt) Es sei v : [a,b] — C ein geschlossener, einmal durchlaufener, also
injektiver Weg mit +/(¢) # 0 fiir alle ¢ € [a,b]. Es sei o : [—¢,e] — C, € > 0, ein

Geradenstiick mit imyNima = {2} fiir genau ein z € C und <(7/(to), &/'(0)) = 7,
wobei tg so gewahlt ist, dass v(tg) = a(0) = 2. Zeigen Sie, dass gilt: n,(a(e)) =
n~y(a(—¢)) + 1. Was gilt, wenn <((¥/(t0),a’(0)) = =5 7

Legen Sie dazu einen geeigneten Kreisweg um das Geradenstiick, und modifi-
zieren Sie den Weg v so, dass das Geradenstiick auf einer Seite des neuen Weges
liegt.

(1 Punkt) Geben

Sie die Umlauf-

zahlen des skiz-

zierten Weges v in

jedem Punkt z €

C\ imy an.



19. Homotopie von Wegen

(a) (2 Punkte) Es seien v, = v mit v aus Aufgabe 15(a), v, = 1 *y2 mit 1, y2 aus
Aufgabe 15(b), 7. = 71 * 72 mit 1,72 aus Aufgabe 15(c). Zeigen Sie, dass g,
v und 7. homotop in C\ {4} zueinander sind.

(b) (2 Punkte) Es seien z1, 2o € C, 21 # 22, und ~; : [a;, b;] — C\ {z;}, geschlossene
Wege mit n.,(z;) =1, i € {1,2} und y1(a1) = y2(az2). Wir setzen v = 1 * 72 *
Yy * 7Y, . Skizzieren Sie den Weg v und bestimmen Sie n.(z;), i € {1,2}. Ist ¢
homotop in C\ {z1, 22} zum konstanten Weg (ohne Beweis) ?

20. Komplexe Integrale

Berechnen Sie folgende Integrale:

(a) (3 Punkte) [ ﬁwdc fiir v; = 0Bg,(2) mit R; =2i — 1 fiiri = 1,2,3.

(b) (1 Punkt) f7 md( fiir v = y1 * Yo * y3 * 74 mit

vt [5,E] = C it V2 — exp(—it),
Y21 [0,2] = C,t — exp(—4) —tl\[
155 [, T8] = €.t 5 —V/3+ exp(it),
v1:[0,2] = C,t — —exp(F) + t1E.

V2

Verwenden Sie dazu die Partialbruchzerlegung fiir Ausdriicke der Form l, p €

Clz],p # 0, d.h. fiir p = AHle(z — z;)™ setzen Sie % = ZZ 1251 = ’Z] - mit

a;; € C an und bestimmen Sie die a;;.
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