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45. Mittag-Leffler-Probleme

(a) Zeigen Sie:

π tanπz = 8z

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2 − 4z2
.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung des Kotangens als Lösung des Mittag-

Leffler-Problems.

(b) Zeigen Sie:

1

sinπz
=

1

πz
+

2z

π

∞∑
n=1

(−1)n

z2 − n2
.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung des Kotangens als Lösung des Mittag-

Leffler-Problems.

46. Meromorphe Funktionen und teilerfremde, ganze Funktionen

(a) Bestimmen Sie eine meromorphe Funktion f , die in jedem n ∈ N \ {0} eine

einfache Polstelle mit resnf =
√
n hat und in C \ (N \ {0}) holomorph ist.

(b) Seien f : C→ C und g : C→ C ganze Funktionen ohne gemeinsame Nullstellen.

Zeigen Sie, dass dann ganze Funktionen a : C → C und b : C → C existieren,

so dass af + bg = 1.

Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Mittag-Leffler, dass es eine mero-

morphe Funktion A gibt, die Pole genau bei den Nullstellen von g hat, so dass

der Hauptteil von A um jede Nullstelle von g der gleiche ist wie der Hauptteil

von 1
fg um diese Nullstelle.



47. Explizite Formel für die Umkehrfunktion

Es seien U ⊂ C ein Gebiet, r > 0 und a ∈ U so dass Br(a) ⊂ U , und f : U → C sei

holomorph und injektiv. Zeigen Sie, dass gilt:

f−1(w) =
1

2πi

∫
∂Br(a)

ζf ′(ζ)

f(ζ)− w
dζ für alle w ∈ f(Dr(a)).

Hinweis: Verwenden Sie den Residuensatz.

48. Trigonometrische Integrale

(a) Es seien P,Q ∈ C[x, y] mit Q 6≡ 0 und

S(x, y) :=
P (x, y)

Q(x, y)
.

Weiter sei Q(x, y) 6= 0 für alle (x, y) ∈ R2 mit x2 + y2 = 1. Zeigen Sie, dass gilt:∫ 2π

0
S(cos t, sin t) dt = 2π

∑
z0∈D1(0)

resz0S̃(z)

mit

S̃(z) :=
1

z
S

(
1

2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

))
.

(b) Es sei a ∈ R und a > 1. Zeigen Sie, dass gilt:∫ 2π

0

dt

(a+ cos t)2
=

2πa

(a2 − 1)
3
2

.
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