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Ubungsblatt 1

In den Aufgaben 6 und 7 diirfen Sie alle aus der Analysis bekannten Ergebnisse iiber

Folgen und Reihen in R verwenden.

5. Analytische Geometrie im Komplexen

(a)

(2 Punkte) Fiir welche Werte von A, B,C, D € C stellt die Losungsmenge der
Gleichung A|z|> + Bz + Cz + D = 0 einen Kreis vom Radius 7 € R>o und
Zentrum ¢ € C bzw. eine (reelle) Gerade durch die Punkte a € C und b € C
mit a # b dar ?

(2 Punkte) Eine Drehstreckung auf R? ist eine lineare Abbildung R? — R2, die
beziiglich der Standardbasis durch eine Matrix der Form <7‘ Cf)se Tre 9),

rsinf  rcosf

mit r,0 € R, r > 0, gegeben ist.

Zeigen Sie, dafl eine Abbildung f : C — C genau dann eine Drehstreckung in
R? = C ist, wenn es ein a € C* gibt, so da f(z) = az.

6. Konvergente Folgen und Reihen im Komplexen

Es seien (z,)nen eine Folge komplexer Zahlen, z € C. Man sagt: Die Folge (z,)
KONVERGIERT GEGEN z, falls es zu jedem £ > 0 ein N € N gibt, so dass |z, —z| < ¢
fir alle n > N.

Weiter setzen wir S,, := Y ;_q 2k, n € N, fiir die n—TE PARTIALSUMME. Falls die
Folge (Sp)nen konvergiert, so nennen wir S := lim,_,~ S, die der Folge (z,) zu-
geordnete (KOMPLEXE) REIHE und schreiben ) 7z, := S. Man sagt: Die Reihe

2ne

(a)
(b)

()
(d)

0 %n KONVERGIERT ABSOLUT, falls > |z,| konvergiert. Zeigen Sie, daf gilt:

(1 Punkt) Rez,Imz < |2|] < |Rez| + | Im z|.

(1 Punkt) limy,—~ 2, = z genau dann, wenn lim,,_,o, Re 2z, = Re z und

lim,, o0 Im z,, = Im z.
(1 Punkt) Eine absolut konvergente komplexe Reihe konvergiert.

(1 Punkt) Die Reihe }°° ) 27 konvergiert absolut fiir alle z € C.
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Wir nennen die Reihe aus (d) die komplexe Exponentialfunktion exp(z) :=

7. Sinus und Kosinus im Komplexen

Es sei exp(z) die komplexe Exponentialfunktion aus Aufgabe 6(d). Weiter seien

sin(z) 1= Yooy ik 2? !

Kosinusfunktion. Zeigen Sie, daf§ gilt:

und cos(z) ==Y ((;L))T 22" die komplexe Sinus— bzw.

(a) (1 Punkt) Die Reihen sin(z) und cos(z) konvergieren absolut fiir alle z € C.
(b) (1 Punkt) exp(iz) = cos(z) + isin(z), z € C.
(c¢) (1 Punkt) exp(z+w) = exp(z) exp(w) fiir alle z, w € C. Geben Sie damit einen

alternativen Beweis der Formel von de Moivre in Aufgabe 2.

(d) (1 Punkt) Reexp(z) = e*cosy, Imexp(z) = e*siny, |exp(z)| = e* fiir z =
x+iy € C.

8. Selbstabbildungen von Teilmengen von C

(a) (1 Punkt) Die obere Halbebene H := {z € C | Imz > 0} besteht aus allen
komplexen Zahlen mit positivem Imaginarteil.

Wir betrachten die Abbildung S : C — C,z — —1. Zeigen Sie, daB S(z) € H
genau dann, wenn z € H, und dafl S o S = idc.

(b) (1 Punkt) Es seien z,a € C. Zeigen Sie, daB gilt: |1 — za|*> — |z —af*> = (1 -
|2[*) (1 = |af?).

(c¢) (1 Punkt) Die Einheitskreisscheibe E := {z € C | |z| < 1} besteht aus allen
komplexen Zahlen vom Betrag kleiner als 1.

Fiir a € E betrachten wir die Abbildung ¢, : C — C, z — =—%. Zeigen Sie mit

Hilfe von (b), da gilt: p,(z) € E genau dann, wenn z € E, und |pq(2)| = 1
genau dann, wenn |z| = 1.

(d) (1 Punkt) Zeigen Sie, daB gilt: ¢, 0 ¢, = idc.
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