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25. Wir betrachten das Kreuzprodukt

R3 x R? — RS

U1 wi U1 wy VW3 — UzWa2
( Vo |, | W2 ) — Vo X | we | = | v3w; — VW3
(%] W3 (O8] ws V1Wy — VW7

und das Euklidische Skalarprodukt (-, -) auf R3.
a) (2 Punkte) Zeigen Sie fiir v,w € R? beliebig:
(Vu € R?: (u,u') = det(col(u,v,w))) & o' =vxw.

Folgern Sie fiir alle v,w € R®: (v x w) L v und (v x w) L w.

b) (1 Punkt) Zeigen Sie: Fiir jede beziiglich der Standardorientierung des R3
positiv orientierte Orthonormalbasis A = (aq, ag, az) ist

M(A,EB)) € SO(3).

c¢) (1 Punkt) Folgern Sie: Fiir jede beziiglich der Standardorientierung des R3
positiv orientierte Orthonormalbasis A = (aq, ag, as) ist

a1 X g = as.

26. Wir betrachten wie in Aufgabe 25 das Kreuzprodukt und das Euklidische
Skalarprodukt auf R3.
Zeigen Sie:

a) (2 Punkte) Vo, w € R®:  |lv x w||* = [|v|]?||w|* — (v, w)?.

b) (2 Punkte) Vu,v,w € R3: |det(col(u,v,w))| < |[ul|||v]||w]|
und Gleichheit gilt genau dann, wenn die Vektoren u, v, w paarweise ortho-
gonal sind oder einer davon 0.
Tipp: Cauchy-Schwarz.

27. Sei s: C3 x C* — C gegeben durch s(z,y) := x' By fiir

0o -1 -1
B:=|-1 1 1+
-1 1—-7 0



a) (1 Punkt) Machen Sie sich klar, dass s eine Hermitesche Sesquilinearform
ist, und finden Sie die zu s gehérige quadratische Form ¢,: C* — R.
-2 1 {
b) (1 Punkt) Berechnen Sie fiir die Basis B := (| i 1, 1 )
11— —1 —1—1
des C? die darstellende Matrix Bg von s. (Sie diirfen ohne Beweis verwen-
den, dass B eine Basis ist.)

¢) (2 Punkte) Sei allgemein V' ein C-Vektorraum mit n := dim(V') € N\ {0}
und s: V x V — C eine Sesquilinearform. Seien A und B zwei Basen von
V und By, Bs € Matc(n x n) die darstellenden Matrizen von s zu diesen
Basen.
Wie ldsst sich Bz aus By und den Basiswechselmatrizen M (B, .A),
M (A, B) € Matc(n x n) berechnen (mit Beweis)?

28. Wir definieren die Abbildung

n: R* x R* — R
To Yo
T
({11 o ) = —ToYo + T1y1 + Tay2 + T3y
o) Y2
T3 Y3
und die Matrix
-1 0 0 O
0 1 00
H = 0O 010
0 0 01

4) n ist nicht-ausgeartet: (Vy € R*: n(z,y) =0) = z=0.

(Va,y € R*: n(Az, Ay) = n(z,y)) < A'THA=H
und finden Sie alle Matrizen A € Matg(4 x 4) der Form
b 0

A:

o = O O

0
0
1

S oo 2
O O

mit ATHA = H.

Bemerkung: R* mit 1 wird auch ,, Minkowski-Raum*® genannt und ist gemé8
der speziellen Relativitdatstheorie ein mathematisches Modell unseres Univer-
sums mit einer Zeit- und drei Raumdimensionen, wenn man annimmt, dass
iiberall ein Vakuum herrscht.
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