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(4 Punkte) Sei K ein Korper und seien zy,...,z, € K mit n € N\ {0}.

Zeigen Sie:
1z 22 zht
1 2y 22 - ab?
det , ‘ = H (x; — ).
S o 1<k<I<n
1z, x; -+

Diese Formel heifit auch VANDERMONDE-DETERMINANTE.

Tipp: Fiihren Sie einen Induktionsbeweis iiber n. Fiir den Induktionsschritt
subtrahieren Sie fiir j € {1,...,n} ein geeignetes Vielfaches der j-ten Spalte
von der j + 1-ten.

Alternativ konnen Sie die z; als Variablen interpretieren. Fassen Sie die linke
Seite fiir alle k& € {1,...,n} der Reihe nach als Polynom in einer Variablen xy
iiber dem Ring Kz1,...,%k_1, k41, ..., 2,) auf und suchen Sie Nullstellen.

Sei K ein Korper und V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, n :=
dimg(V) > 0 und m € N\ {0}. A"(V*) bezeichne die Menge der alter-
nierenden multilinearen Abbildungen von V™ nach K.

a) (1 Punkt) Sie haben in LA I, Aufgabe 29 bereits gezeigt, dass Abb(V™, K),
die Menge aller Abbildungen von V™ nach K, ein K-Vektorraum ist.
Zeigen Sie jetzt: A" (V*) ist ein Untervektorraum von Abb(V™, K).

b) (1 Punkt) Geben Sie fir K = R, V = R? und m = 2 zwei linear unabhéngi-
ge Elemente in A*(R?) an (mit Beweis).

¢) (2 Punkte) Zeigen Sie: dimg(A"(V*)) = 1 und dimg(A™(V*)) = 0 fiir
m > n.
Tipp: Denken Sie an Aufgabe 6 b).

Sei wieder K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit n :=
dimg (V) > 0 und A™(V*) fir m € N\ {0} die Menge der alternierenden
multilinearen Abbildungen von V™ nach K.

Fiir jeden K-Vektorraum-Endomorphismus F : V' — V definieren wir die
Abbildung

F: N'(V*) — Abb(V™ K)

iiber F*(a): (v1,...,0m) — a(F(vy),..., F(vy)).



a) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Abbildung F™*(«)
fir K =R,V =R?, a: ((xl ),(yl)) = x1Yo — 2oy, und F: v +— B fiir

X2 Yo
1 2
B._<3 4)
oder

fir V = K2, a = detocol wie in Aufgabe 4 b) und F = F: x — Az mit
A€ MatK(Q X 2)

b) (1 Punkt) Zeigen Sie: Fiir alle F' € Endg (V) und alle « € A™(V*) ist
Fr(a) € N"(V7).

c¢) (2 Punkte) Sei m = n.
Zeigen Sie fiir alle F' € Endg (V) und alle a € A"(V*):

F*(a) = det(F) - «
Tipp: Verwenden Sie wieder Aufgabe 6 b).
16. Sei K ein Korper und n € N\ {0}.

a) (1 Punkt) Sei E, € Matg(n x n) die Einheitsmatrix. Vereinfachen Sie die
Abbildung A — det(AE),), indem Sie die Determinante ausrechnen.

b) (3 Punkte) Zeigen Sie: Fiir alle A, B € Matg(n x n) gilt:

XaB(A) = xpa(A).
Tipp: Das folgt nicht direkt aus der Multiplikativitdt der Determinan-

te (warum nicht?). Beweisen und verwenden Sie stattdessen die folgenden
Matrixgleichungen:

—\E, | A E,| A ([ AB—-)E,| 0
0 |E, B | )\E, )] — B | AE,
ME,| 0 E,|l A [ AE.|  )A

B |-E, B |XE, ) 0 |BA-\E,
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