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Ubungsblatt 9

Krulldimension

Morphismen von Varietéten

(4 Punkte) Es seien Y, Z affine Varietdten tiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k. Weiter sei ¢ : Y — Z stetig, so daf§ fiir alle z € Z, und alle offene
Umgebungen U > z, und reguldren f : U — A}C der Riickzug ¢*(f) = fo¢ von f
unter ¢ wieder regulér ist. Zeigen Sie, dafl ¢ ein Morphismus von affinen Varietéten
ist, und daf jeder Morphismus von affinen Varietéiten von solch einer Abbildung ¢

induziert wird.

Krulldimension von Ringerweiterungen

(4 Punkte) Es sei ¢ : R; — Rs ein Ringhomomorphismus, so daf§ der kommutative
Ring Ry iiber p(R;) algebraisch und endlich erzeugt ist. Zeigen Sie, dafi die Krull-
dimension von R; (vgl. Aufgabe 32) grofler ist als die von Rs. Betrachten Sie dazu
Primideale p € q € Ry und zeigen Sie, daB gilt: ¢~ !(p) C ¢ '(q). Verwenden Sie
dazu die Resultate der Aufgaben 25 und 30.

Singuléire Punkte
Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

(a) Bestimmen Sie die singuliren Punkte von V(f) C A? fiir folgende Polynome
f e klz,yl:
i. (1 Punkt) f =y? — 423 + gox + g3, 92,93 € k.
ii. (1 Punkt) f = 22y% + 22 + ¢ + 2zy(z +y + 1).
(b) Bestimmen Sie die singuléren Punkte von V(f) C A} fiir folgende Polynome
f€klz,y,2]:
i. (1 Punkt) f =22 + y% — 22
ii. (1 Punkt) f=a+y*+22+1—4tzyz tek.

Kodimension
Die Krulldimension eines kommutativen Rings (vgl. Aufgabe 32) bezeichnen wir mit



K-dim. Es sei R ein kommutativer Ring. Die Kodimension codimp, p eines Primideals
p C R ist definiert als das Maximum n der Langen von Ketten pg 2 p1 2 -+ 2 p,
von Primidealen p; C p. Wir schreiben R, := R[S™!] fiir S := R\ p. Zeigen Sie, daf3
gilt:

(a) (1 Punkt) codimpp = K-dim R,,.

(b) (2 Punkte) K-dim R > K-dim R/p + codimp, p.

(¢) (1 Punkt) Es sei k ein Korper und R = k[z1, x9, x3]/(z122, x123). Geben Sie
ein Ideal p C R an, fiir welches die Gleichheit in Aufgabe (b) nicht erfiillt ist
(mit Beweis). Zeichnen Sie eine Skizze.

Abgabetermin: Mittwoch, 1. 7. 2015 um 11:30 Uhr.



