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Allgemeine Eigenschaften von Flachen

Dies ist das letzte Ubungsblatt, dass fiir die Zulassung

zur Klausur und das Erbringen der Studienleistung zahlt.

37. Kurven auf Flachenstiicken

38.

(4 Punkte) Es sei v : I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, deren Bild
ganz innerhalb eines parametrisierten C?>-Flichenstiicks f : U — R3, U C R? offen,
verlauft. Das Darboux—Dreibein Fy, Es, F3 sei definiert durch Eq(s) = 4(s), Ea(s) =
Es(s)x Eq(s), Es(s) = v(y(s)). Dabei ist Fy die Kurvennormale innerhalb der Fliche,
und v = E3 = E7] X Fy bezeichnet die Einheitsnormale an die Flache. Zeigen Sie,
dass fiir dieses Dreibein die folgenden Ableitungsgleichungen gelten, die den Frenet—

Gleichungen entsprechen:

Ey 0 KG Ky Eq
EQ = —Kag 0 TG E2
Eg —Ry —T7G 0 E3

Dabei treten die folgenden Grossen auf: kg = (¥, E2) (die geodatische Kriimmung),
ky = hy(¥,7%) (die Normalkriimmung) sowie eine geodétische Torsion 7. Geben Sie

eine Formel fiir 7 an.

Dritte Fundamentalform

Essei f: U — M, U C R? offen, ein parametrisiertes C2-Flichenstiick M C R3 mit
Gauss-Abbildung v/ : U — §? ¢ R3. Dann ist die dritte Fundamentalform von f
definiert als Bilinearform i, = ¢,(Sp(-), Sp(+)) auf T, M, wobei S, der Weingarten—
Operator von M im Punkt p € M ist.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass gilt: i, — 2H,h, + K,g, = 0, wobei g, und h, die

erste bzw. zweite Fundamentalform bezeichnen. Betrachten Sie dazu



9p((Sp — k1id)(X5), (Sp — Keid)(X)) fiir zwei verschiedene Vektoren X, X» €

T,M, wobei K1, ko die Hauptkriimmungen bezeichnen.

(b) (1 Punkt) Was besagt der Satz von Cayley—Hamilton fiir die Weingarten—
Abbildung ?

(¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass gilt: Falls f eine Minimalfliche parametrisiert, fiir
die iiberall K # 0 gilt, dann ist die Gauss-Abbildung v/ eine Parametrisierung
eines zu M konform &quivalenten Flichenstiicks. (Zwei auf U parametrisierte
Flachenstiicke f, f: U — R? heissen konform #quivalent, falls gif , g;{ fiir alle

x € U positive Vielfache voneinander sind.)

39. Lie-Klammer

(4 Punkte) Sei f : V — M eine Parametrisierung einer C>-Fliche M, und seien
X,Y tangentiale Vektorfelder auf M. Jedes tangentiale Vektorfeld Z werde von
Z 1V — R? beziiglich f dargestellt, d.h. Zp(z) = Dfm(ZQJ;). (Man sagt auch, dass
Z und Z7 f-verwandt sind.) Es bezeichne [-,-] sowohl die Lie-Klammer auf R? als
auch auf M C R3. Zeigen Sie, dass gilt: [X,Y]/ = [X/,Y/].

40. Christoffel-Symbole der Sphére

Essei f: Rx(-5,5) — 52, f(a, B) = (cos acos B, sin a cos B3, sin 3) die Parametrisierung

der Sphére durch Polarkoordinaten. Es seien X; = %, X9 = %.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Ableitungen DX;(X}), fiir 7,7 = 1,2. Wann sind

diese Vektoren tangential 7

(b) (2 Punkte) Berechnen Sie mit Hilfe von (a) die kovarianten Ableitungen V x, X,
und die Christoffel-Symbole Ffj fir 7,7,k =1, 2.
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