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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es seiU ein Gebiet inC∗ = C\{0}. Eine stetige Funktion ln :U → C mit
exp(ln(z)) = z für allez ∈U heisst ein stetiger Zweig des Logarithmus. Man zeige:

1. Jeder weitere stetige Zweig̃ln hat die Gestalt̃ln = ln+2πik mit k ∈ Z.

2. Jeder stetige Zweig ln des Logarithmus ist sogar beliebig oft komplex dif-
ferenzierbar, und es gilt ln′(z) = 1/z.

3. Auf U existiert genau dann ein stetiger Zweig des Logarithmus, wenn die
Funktion f (z) = 1/z eine Stammfunktion aufU hat.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

1. Beweisen Sie, dass die Funktionf (z) = 1/z auf jedem der GebieteU1 =
{z ∈C : Im(z)> 0}, U2 = {z ∈C : Re(z)> 0} undU3 = {z ∈C : Im(z)< 0}
eine Stammfunktion besitzt.

2. Zeigen Sie unter Verwendung der ersten Teilaufgabe, dassf auf der geschlitzten
EbeneU =C\ℓ mit ℓ= {z∈C : Re(z)≤ 0∧ Im(z)= 0} eine Stammfunktion
F besitzt.

3. KannF :C\ℓ→C stetig zu einer auf ganzC definierten Funktion fortgesetzt
werden ?

Aufgabe 3 (4 Punkte)

1. Seiγ : [0,1] → C
∗ ein geschlossener Weg inC∗ = C\{0} und g : C → C,

g(z) = zn mit n ∈ Z. Zeigen Sie, dass für die Umlaufzahlen vonγ undg◦ γ
um z = 0 gilt: Uml(g◦ γ ,0) = n ·Uml(γ ,0).

2. Es seip(z) = (z−a1)
m1 · . . . ·(z−an)

mn mit ai 6= a j für i 6= j undm1, . . . ,mn ∈
Z, n ∈N. Es sei nunγ : [0,1]→C\{a1, . . . ,an} ein beliebiger geschlossener
Weg. Zeigen Sie, dass

Uml(p◦ γ ,0) = m1 ·Uml(γ ,a1)+ . . .+mn ·Uml(γ ,an).



Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es seif : B1(0)→ C eine stetige Funktion auf der abgeschlossenen Einheitskreis-
scheibeB1(0) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}, welche auf der offenen Einheitskreisscheibe
sogar holomorph ist. Beweisen Sie unter Verwendung der gleichmässigen Konver-
genz von Funktionenfolgen, dass

∫

∂B1(0)
f (z) dz = 0

mit ∂B1(0) = {z ∈ C : |z|= 1}.
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