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Aufgabe 8-1: (4 Punkte)
Sei V ein euklidischer oder unitärer endlich-dimensionaler Vektorraum und
f, g ∈ End(V ). Zeigen Sie:
a) Sind f und g selbstadjungiert, so gilt:

f ◦ g ist selbstadjungiert⇔ f ◦ g = g ◦ f.

b) Ist f selbstadjungiert und nilpotent, so ist f = 0.
c) Ist f2 = 1, so gilt:

f ist orthogonal⇔ f ist selbstadjungiert.

Aufgabe 8-2: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Eine Norm ‖ · ‖ auf einem reellen oder komplexen Vektorraum
V ist genau dann von einem Skalarprodukt induziert (d.h. es existiert 〈·, ·〉,
mit ‖v‖ =

√
〈v, v〉 für alle v ∈ V ), falls sie die Parallelogrammgleichung

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2

erfüllt.

Aufgabe 8-3: (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Matrix
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orthogonal ist und berechnen Sie ihre Normalform in MatR(4× 4).

Aufgabe 8-4 Fortsetzung von Aufgabe 7-4: (4 Punkte)
Wir identifizieren wie in Aufgabe 7-4 unter der Abbildung ϕ den R3 mit
Im(H). Weiter definieren wir die (quaternionelle) Konjugation durch

aee + aii + ajj + akk := aee− aii− ajj − akk für ae, ai, aj , ak ∈ R
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und den Realteil durch

Re(aee + aii + ajj + akk) := ae für ae, ai, aj , ak ∈ R.

1. Zeigen Sie, dass für alle x, y ∈ H gilt:

(a) x · x = ‖x‖2,
(b) Re(x · y) = 〈x, y〉,

wobei ‖ · ‖ und 〈·, ·〉 die Euklidische Norm und das Euklidische Skalar-
produkt auf R4 bezeichnen.

2. Zeigen Sie, dass für alle x ∈ H mit x · x = 1 die Abbildung ϕx mit

ϕx : Im(H) −→ H, y 7→ x · y · x

einen Endomorphismus von Im(H) definiert, so dass Φx := ϕ−1◦ϕx◦ϕ
ein Element von SO(3) ist.
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