Ubungsblatt 11

Funktionentheorie, Sommersemester 2010

Woche: 12. Juli — 16. Juli 2010
Abgabe: spétestens Freitag, 9. Juli 2010, 10:00 Uhr
in die Box ”Funktionentheorie” im Gebaude L1

Aufgabe 1

1. Bestimmen Sie die Mébiustransformation Fy (mit A € GL(2,C)), die drei
paarweise verschiedene Punkte 2y, z1, 2o € C = CU {00} wie folgt abbildet:

Fa(z0) =0, Fa(z1) =1, Fa(zeo) = 0.

Ist F4 eindeutig? Betrachten Sie zunachst den Fall, dass keiner der drei Punkte
den Wert oo annimmt, d.h. zg, 21, 2o, € C. Danach setzen Sie jeweils einen
der drei Punkt auf oco.

2. Zeigen Sie, dass fiir alle Paare von Tripel, 21, 22, 23 € C und wy, we, w3 € C
(jeweils paarweise verschiedene Punkte), eine eindeutige Mobiustransformation
Fp existiert, sodass w; = Fp(z;) firi=1,2,3.

Aufgabe 2 Fiir drei paarweise verschiedene Punkte z1, 2, 23 € C und 2z € C wird

Z— 21 Ry — Z3 —

eC

DV(2721722723> =
Z— 23k — 21

das Doppelverhéltnis genannt (vgl. Aufgabe 1). Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige
Mobiustransformation Fy

DV(Z, 21, 29, Z3) = DV(FA(Z), FA(Zl)a FA(ZQ)a FA(Z3))

gilt.

Aufgabe 3 Es sei §* = {(z1, 29, 23) € R® | 2% + 23 + 22 = 1} die Einheitssphire
mit Nordpol N = (0,0,1) € S? und Siidpol S = (0,0,—1) € S%. Weiters sei
S2 = S2\{N}, S2 = $*\{S} und S% = S*\{N, S}.

Die zum Nord- bzw. Siidpol assoziierten, stereographischen Projektionen seien

definiert durch
oy : S — C,
+x1 4+ i29
(1,20, 23) +— ————.
1F z3

1. Bestimmen Sie die “Ubergangsfunktion” f zwischen den komplexen Ebenen
assoziiert mit den beiden stereographischen Projektionen, d.h.

—1
o _
f:cx =82 X,

W W

u — v = f(u).
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2. Wie verandert sich die Ubergangsfunktion, wenn man an Stelle von o_ die
Projektion o’ : S? — C, (21, 9, 73) — %;”;2 verwendet.

3. Welche Ubergangsfunktion bekommt man, wenn man die stereographischen
Projektionen mittels folgender Verschiebungen und Drehstreckungen andert:

11’1+il’2 d
oy (11,19, 13) > ————= — —
c 1—ux3 c
lzy —it29 a
o_ (21, %2,23) = ————— + —

c 14+ x5 c
wobei a,c,d € C und ¢ # 0.
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